


   

逻辑中的墓本概念

  

计算机已经闯入我们的生活。众所周知，它可以用一些巧妙的方法出色

地完成许多事情，却不能创造这些方法。创造这些方法的是人！就本质讲，

计算机只是人的“模仿”，它必须照人类的安排去执行，仅此而已。对人类

来说，重要的是创造。创造这个字眼似乎很神秘，但却是人类的骄傲！

当人们进行思索的时候，首先闪人脑海的，应该是大量与思索对象有关

的事实和结论。这些事实和结论在脑中形成一连串判断的句子，这些句子在

逻辑上称为命题。这一连串的命题便构成了思索的前提。

例如：当我们思考如何保证飞行人员在紧急状态下的安全时，闪现在脑

中的命题大概有：

命题 1：物体从高处下落，落体的速度会越来越快。

命题 2：人以极大速度落于地面会造成死亡。

命题 3：在空气中纸张要比石子下落慢得多。

命题 4：如果天空有风，那么风筝将会飘悬在半空。

有了这些命题作为思索的前提，接下去便是依据这些命题作合理的推

理。

命题有简单的，也有复杂的，被人类长期实践所证实，我们无需证明而

认为是正确的命题，叫“假说”或“公理”。而那些能够证明是正确的命题

叫“定理”。在逻辑学中，我们常用一个字母表示一句话。如：

p＝“天空有风”

Q＝“风筝会飘悬在半空”

很明显，P与 Q各自代表一个简单的命题，在命题 4中，P是 Q的前提，

因此这是一个复合命题。在逻辑学中，我们常用箭矢号“→”表示联系词“如

果⋯，那么⋯”或“若⋯，则⋯”。例如，命题 4可以用符号写成：

P→Q

表示式 p→Q 称为一个蕴涵关系。在蕴涵关系中，如果作为前提的命题

是真的，那么作为结论的命题便是可信的。第一个使用降落伞的人，就是相

信了这样的推理：用伞状的布，可以帮助自己从高处下落的危险中得以解救。

一个命题的反意或否定，我们用在代表该命题的字母顶上加一横来表

示。

这个符号的含意是：“如果风筝不会飘悬在半空，那么天空没有风。”

关于推理的科学，以后的章节我们会陆续讲到。读者将会看到，数学与

逻辑推理有着千丝万缕的关系。数学家为我们创造了思考和观察世界的方

法，使人类能够卓有成效地进行一连串推理。在古代的希腊，研究几何需要

一个欧几里得那样的脑袋。而公元 1637 年，法国数学家笛卡儿（Descartes，

1596～1650）却告诉人们，如何把几何问题转化为代数的问题，借助于这种



方法，几何中便不会有多大的难题。同样地，对复杂的逻辑问题，直接推理

常使人感到智穷力竭。然而，十九世纪中叶，英国数学家布尔（Bodle，1815～

1864）所创立的逻辑代数，却能轻松地解决这类难题。今天，人们把布尔的

法则输入计算机，才使计算机赋有了逻辑推理的神力。

   

从一则寓言故事谈起

  

从前，一个懒人有一大瓮米。

一天，他盘算道：

“我将卖掉这些米，并买来尽可能多的小鸡。这些鸡长大后会下很多蛋。

然后我把鸡和蛋卖了，再买来许多猪。当这些猪长大的时候，便会生许多小

猪。那时我再把它们卖了，买回一些水牛。有了水牛，就会有许多小水牛。

如果我把它们卖了，我就有钱买一块地。有了地，便可以种稻米、甘蔗和谷

物。有了收成，我还可以买更多的地。再经营几年，我就能够盖上一幢漂亮

的房子。”

“当我盖好房子，我将娶一个世上最美的女人做妻子。”

“那时，我是多么地富有，多么地幸福啊！”

懒人兴奋得手舞足蹈，不小心踢破了瓮，米倾落在肮脏的地面上。此时，

邻居的一大群鸡蜂拥而来，把地上的米啄食精光。小鸡、猪、土地、房子和

美丽的女人，一切的一切全都成了泡影。留给这个懒人的只是一只破了的瓮。

尽管懒人的结局是可悲的，但他的演绎术却颇值称道。

下面我们研究一下懒人是怎样进行一连串推理的。

首先，他从一瓮米开始，提出命题：“如果有米，那么可以卖掉米，买

来尽可能多的小鸡”。简记为：“若有米，则有鸡”。这实际上是关于“有

米”者的一个命题，不论这有米者是谁。所以是个大前提。

懒人的第二个命题是：“我有一瓮米”，这是小前提。如果上述两个前

提为真，那么推出的结论一定不假。用 P代表“有米”，Q代表“有鸡”，

于是有：

【大前提】P→Q，若有米，则有鸡。

【小前提】P，我有一瓮米。

【结论】Q，那么我有尽可能多的鸡。

懒人接下去的推理是：

【大前提】若有鸡，则有蛋。

【小前提】我有鸡。

【结论】我有蛋。（我的鸡会生蛋）

【大前提】若有鸡和蛋，则有猪。

【小前提】我有鸡和蛋。

【结论】我有尽可能多的猪。



⋯⋯⋯⋯

以上这些都是演绎推理的简单例子。这种由大前提、小前提和结论三部

分组成的演绎推理方法，称为“三段论”。在三段论法中，如果我们承认 P

→Q是真实的，而由此推得的逻辑上的合理结论，可以写成：

P→Q
P
Q

若 P、Q是经验命题，那么复合命题 P→Q真实与否就不得而知。若要说

明不成立，只需举出一个反例就够了。例如“凡是鸡都会下蛋”，“若有鸡

和蛋，则有猪”，这些经验命题都未必是成立的。这正是懒人悲剧之所在。

而懒人的演绎推理方法，却是无可指责的。

若 P、Q是分析命题，例如 P是“乘法交换律 m·n＝n·m”，Q“5·3＝

3·5”，对于规定的“数”和“乘法”，要么两者都成立，要么两者都不成

立。如果我们同意前一个命题，我们也就必须同意后一个命题。复合命题 P

→Q在这种意义下被认为是真实的。

今天初中课本上讲的平面几何都是在公理的基础上通过科学的演绎，建

立起来的。

下面我们看一看如何通过演绎的方法，证明“三角形内角和等于 180

°”。

（l）【大前提】：过直线外一点，有且只有一条直线与已知直线平行。

【小前提】C是直线 AB 外一点。

【结论】存在唯一直线 CD∥AB。

（2）【大前提】两直线平行，同位角相等。（定理）

【小前提】CD∥AB

【结论】（同位角)∠1＝∠4

（3）【大前提】两直线平行，内错角相等。（定理）

【小前提】CD∥AB

【结论】（内错角）∠2＝∠5

（4）【大前提】若是平角，

则等于 180（定义）

【小前提】∠3＋∠4＋∠5为平角

【结论】∠3＋∠4＋∠5＝180°

（5）【大前提】在等式中，一个量可以用它的等量来代替。（公理）

【小前提】∠1＋∠2＋∠3＝∠3＋∠4＋∠5

【结论】∠1＋∠2＋∠3＝180°（即为所证）

在实际运用中，三段论时常采用省略式。对于大前提不说也明白的情形，

可以省去。例如：

“在△ABC 中∵AB＝AC【小前提】∴∠B＝∠C”【结论】



这里省略的大前提：“等腰三角形底角相等”是众所周知的。

在小前提内容和大前提联系极为明显，或结论可以必然推出时，相应的

小前提或结论也可以省略。

例如：甲、乙两人相遇，甲说：“我从来不给傻子让路！”乙反唇相讥

说；“我可恰恰相反。”甲的三段论是：

【大前提】我从来不给傻子让路。

【小前提】（你是傻子）。

【结论】（我不给你让路）。

乙的三段论是：

【大前提】我可恰恰相反。（即我只给傻子让路）

【小前提】（你是傻子）。

【结论】（我给你让路）。

虽然甲和乙都只讲了大前提，但由于是当面对话，且又辅以一定动作，

所以小前提和结论都省略了。当然，省略式必须运用得当，否则便会隐藏某

种错误。例如有时我们会听到学生这样评论考试，说是：“今天题目很难，

因此我考不好”。初听起来，不觉得有毛病，其实这里隐藏了一个错误的大

前提：“如果题目很难。那么一定会考不好”。所以初学三段论法，不要轻

易采用省略式。

   

否定中的肯定

  

一天，老师想测试甲乙丙丁四名学生的分析推理能力，便拿了两顶白帽，

一顶红帽，一顶黄帽，一顶蓝帽让四人依序坐在四级台阶上，然后叫他们闭

上眼睛，又替每人戴上一顶帽子。最后，他让学生们张开眼睛，并判断自己

头上戴的帽子是什么颜色。

大家经过思考后，丁开口道：

“甲坐得最高，能看到其余三人的帽子，他为什么说猜不出来呢？肯定

他看到了前面有人戴着白帽。因为假如前面的人都戴杂色帽的话，那么他就

能猜出自己所戴的是非白帽而莫属了。乙，为什么也说猜不到呢？一定是她

也看到了前面有人戴着白帽。不然的话，她就会从甲的态度和其他人的帽色，

判断自己戴着白帽。最后说丙，她的智商绝不比乙低，可她为什么也说猜不

到呢！理由只能是一个，就是她看到了我头上戴着白帽”。

就这样，某丁从众人的否定中对自己的帽色作了肯定！

上面的游戏可以推广到多个人，但杂色帽要比人数少一，而白帽则至少

两顶。推理的方法是一样的。只是无论结论是肯定的还是否定的，思维都必

须符合一定的规律。

逻辑思维的基本规律是什么呢？总的说有以下三条：

（l）同一律：即思维应自始至终保持统一。



（2）矛盾律：即思维中两个相反或不相容的判断不能都真。

（3）排中律：在思维过程中，对一个逻辑上的判断，要么肯定，要么否

定，非假即真。

以上三条规律，从不同角度对人类正确思维的一贯性、确定性和无矛盾

性提出要求。

要指出的是：有不少人以为，由“是’与“不是”构成的句子一定是相

反的判断。若其中有一句是正确的，那么另一句就一定不正确。实际上这种

看法未必都对。

例如：本句是否定句。

本句不是否定句。

两句中，前一句与后一句的主语“本句”，其包含的内容是不相同的。

有时人们从一些貌似正确可以接受的约定出发，经过简明而正确的推

理，竟然会得出自相矛盾的结论。这样的议论称为悖论。

悖论渊源于相当久远的年代。著名的“说谎者”悖论出现于公元前 6世

纪。大意是：克利特岛上的 E先生说：“克利特岛上的人是说谎者”。不难

发现，无论怎样回答都将出现矛盾。

在近代数学中最有影响的是所谓“罗索悖论”。公元1902 年，英国数学

家罗素（RUSSell，1872～1970）针对集合论初创时期基础理论不够完善，提

出以下著名的议论：

“把所有集合分为两类，第一类中的集合以其自身为元素，第二类中的

集合不以其自身为元素。假令第一类集合所组成的集合为 P，第二集合所组

成的集合为 Q，

问：集合 Q是属于第一类集合 P呢？还是属于第二类集合 Q？”

从逻辑上讲，这个问题的回答只能是“Q∈p或 Q∈Q”两种，二者必居其

一。然而无论哪种回答都会引伸相反的结论。

悖论在日常生活中并不少见。

古希腊有这么一个传说：一条鳄鱼从一位母亲手里抢走了一个小孩。鳄

鱼想吃掉这个小孩，又希望名正言顺，于是自作聪明地对这位母亲说：

“我会不会吃掉你的孩子？如果你答对了这个问题，我将把孩子还给

你。”这位母亲思考片刻回答道：

“你要吃掉我的孩子的。”这一来，贪婪的鳄鱼遇到了难题：“说母亲

回答的不对吧，那么我就可以吃掉她的孩子，但她明明说我要吃掉她的孩子，

这岂不又成对了吗？如果说她回答是对的，这就是说我要吃掉她的孩子，但

我又必须把孩子不加伤害地还她！天哪！这该怎么办？！”

笨拙的鳄鱼给弄懵了，为了假惺惺表示尊重诺言，只好把孩子还给了这

位机智的母亲。

悖论的产生，在逻辑上，违背了人类正确思维所应遵循的基本规律。对

素以严谨著称的数学，悖论自然不能永久允许。但它却可以促使数学家们去



进行严肃的思考，并寻找那导致悖论的原因，从而创造出一个至少在逻辑上

完美协调、无懈可击的科学理论。

   

异曲同工的证法

  

在初中几何中，大家已经了解了命题的四种形式：

【原命题】P→Q

【逆命题】Q→P

【否命题】

【逆否命题】

它们之间的联系是：

原命题是真的，道命题未必也真；否命题是真的，逆否命题未必也真。

然而，原命题与逆否命题，逆命题与否命题，它们的真假性却是一致的。要

么同真，要么同假。也就是说，原命题与逆否命题等价，否命题与逆命题等

价。

在数学上，命题的等价变换常被用来证明一些正面很难入手的问题，下

面是一个精妙无比的实例。

大家知道，大约在公元前 3世纪，古希腊数学家埃拉托色尼

（Eratosthenes，公元前 274？～前 1947）提出了一种编造质数表的方法。

这种方法类似于筛东西，把不要的筛掉，把需要的留下来。具体做法是：将

从 2到 N的自然数，按顺序排列成 2，3，4，5，⋯，N然后留下第一个 2，

划去所有的 2的倍数；2之后没被划去的第一个数是 3，留下 3，划去所有 3

的倍数；在 3后面没被划掉的第一数是 5，留下5，划去所有 5的倍数；如此

继续，直至上述一列数中再也没有可划的数为止，留下来的便是 N以内的一

切质数。如上表，64 以内的质数共有 18 个。

可能会有人对这种古老的筛法不屑一顾，那可是大错而特错，多少世纪

以来，无数优秀的数学家曾经为寻找质数的解析表达式做过大量的工作，但

始终没能获得成功。困惑人类二个半世纪的哥德巴赫猜想，倘若有了质数的

表达式，大约也不会是什么困难的问题。如今人们所编造出的 10 亿以内的质

数表，靠的依然是埃拉托色尼筛法，只是略加改进而已。

令人诧异的是：公元前 1934 年，一名年轻的东印度学生辛答拉姆

（Sundaram），提出了一种与埃拉托色尼迥然不同的筛法。辛答拉姆首先列

出了一张表，表的第一行和第一列都是首项为 4，公差为 3的等差数列。从

第二行开始，以后各行也是等差数列，公差分别为 5，7，9，11，13⋯⋯。

辛答拉姆指出：如果 N出现在上表中，则 2N＋1 是合数；若 N不在上表

中，则 2N＋1 是质数。辛答拉姆的证明相当精彩。首先，他写出了第 n行的

第一个数 4＋（n－1）×3＝3n＋1

注意到该行是公差为 2n＋1 的等差数列，所以此行第 m列的数是：



（3n＋1）＋（m－1）（2n＋1）＝2（m＋1）n＋m

现在设 N是表中的第 n行第 m列的数，则 N＝（2m＋1）n＋m

于是

2N＋1＝2［（2m＋1）n＋m］＋1

＝（2m＋3）（2n＋1）

所以是个合数。

再设 N不在上表中。要想正面证明 2N＋1 不是质数，是相当困难的。如

果换成证明等价的逆否命题，即证“若 2N＋1 不是质数，则 N必在表中”似

乎要容易得多。事实上，若

2N＋1＝x·y，（x、y为整数）

则因 2N＋1 为奇数，x、y也必为奇数。不妨设：

x＝2p＋1；y＝2q+1

从而

2N＋l＝（2p＋1）（2q＋1）＝2p（2q＋1）＋（2q＋1）N 是表中第 p行

第 q列的数。

综合上述，我们证明了辛答拉姆筛法的正确性。例如 18 不在表中，则 2

×18＋1＝37 是质数。相反，71 在表中，则 2×71＋1＝143 是合数，它有因

子 11 和 13。

在数学上，有时为了证明命题 R的真实性，不是从命题 R，而是从它的

否命题出发，经过合理的推导，最后引出矛盾，从而得出命题 R不能不真。

这种常见而有效的证题方法，称为反证法。反证法一般包含三个步骤：

（1）反设：即否定求证的结论；

（2）归谬：即推出矛盾。

（3）结论：即肯定原求证结论成立。

反证法常被用于证明唯一性、无理性、无限等问题。对一些直接不易下

手，或正面门类较广而反面却只有一两种的情形，也适宜用反证法。在一些

问题中，命题以否定的形式出现，并伴有“至少⋯”、“不都⋯”、“不能⋯”、

“不是⋯”、“没有⋯”、“都不⋯”等指示性的词语，这也从侧面提醒我

们尝试用反证法。辛答拉姆证明的后半部分，实际用的也是反证法。只是当

初是从命题变换角度考虑罢了。

下面我们看一种有趣的“换色”游戏，它对于反证法的运用，是一个极

好的练习！

在 3×3格里，游戏者每次可以更换同一行或同一列三个棋子的颜色。白

的换成黑，黑的换成白。问能否通过有限次的“换色”？

聪明的读者在几次尝试失败之后，一定会猜得到结论是否定的。不过，

要想证明它，可得花一番脑筋！（解答可见《智力游戏的间接推理》一节）

   

文氏图推理法



  

用图形表示集合，首创于瑞士数学家欧拉。上一世纪末，英国逻辑学家

文恩（venn，1834～1923）重新采用了这种办法，把一个集合画成一个圆。

两个集合的交集就用两个相交圆的公共部分来表示；而两个集合的并集，及

集合 A的补集，分别由上图阴影部分表示。这样的图称为文恩图。

用文恩图解一些有关集合的问题，常常可以收到意外的效果。

例如某班有学生 45 人，其中 20 人有兄弟，10 人有姐妹，有兄弟又有姐

妹的只有 1人。

问该班独生子女有多少？

只要画出相应的文恩图答案几乎是一目了然。

用文恩图作逻辑推理，大约是文思作为逻辑学家当初的本意。在三段论

法中，我们从某些大前提和小前提出发得到了结论如：

【大前提】所有奇数的平方除以 8余 1

【小前提】a为奇数

【结论】a2除以 8余 1

每一个三段论法至少含有三个元素或集合。每一个元素或集合都在三段

论法中出现两次。如上例中含有：奇数集合除以 8余 1的数的集合和元素数

a。假定奇数的平方集合为 E，除以 8余 1的数的集合为 M。

同样，我们可以根据某些提供的前提，通过画文恩图做出结论。例如，

对于前提：“有些女孩子爱逛街，所有爱逛街的人学习成绩都不理想。”

假令 A＝｛女孩子｝

B＝｛爱逛街的人｝

C＝｛学习成绩不理想的人｝

由于前提告诉我们：“所有爱逛街的人学习成绩都不理想”。又“有些

女孩子爱逛街”，从而 A与 B必相交，容易根据上面的关系画出相应的文恩

图。

下面的三段论法表明了另一种关系：

【大前提】早睡早起的人（A）身体好。

【小前提】有些孩子（C）身体不好（B）。

【结论】有些孩子没有早睡早起。

由大前提知道，A、B不相交。由小前提知道 B、C必相交，相应的文恩。

推出的结论：“有些孩子没有早睡早起”。

最后我们看一个颇为有名的路易斯卡洛尔推理的实例。

已知：

（l）房中所有注明日期的信都是用蓝纸写的；

（2）Mr·G 写的信都是用“亲爱的”起始的；

（3）除 Mr·Z 以外没有人再用黑墨水写信；

（4）我能看的信都未收藏起来；



（5）只有单页信纸的信中无一是未注明日期的；

（6）未做记号的信都是用黑墨水写的；

（7）用蓝纸写的信都收藏起来了；

（8）一页以上信纸的信中无一是做记号的；

（9）以“亲爱的”开头的信无一是 Mr·Z 写的。

求证：我不能看 Mr·G 写的信。

【证明】令

P＝｛注明日期的信｝

Q＝｛蓝信纸的信｝

R＝｛墨水写的信｝

S＝｛Mr·Z 写的信｝

T＝｛藏起来的信｝

U＝｛我能看的信｝

V＝｛单页信纸的信｝

W＝｛做记号的信｝

x＝｛Mr·G 写的信｝

Y＝｛以“亲爱的”开头的信｝

根据（l）—（9）的关系，我们可以画出文恩图。

由上一节故事中命题变换的等价性知道，上面的关系可以换成等价的写

法。这意味着“Mr·G”写的信应属“我不能看的信”之列。

   

有趣的智力游戏

  

智力问题形形色色，大多各有各自的特点。有时貌似复杂，无从下手，

然而一旦“天机道破”，解决它便易如反掌。

各类智力问题的难，大多难在一个“巧”字。本书的许多章节，正是致

力于探求这类问题的推理技巧。这一节我们将要讲述的是，怎样应用间接推

理的方法，即通过否定肯定，反证归谬、命题变换、反向推理等手段，去解

决许多类型的智力问题。

先看一个有趣的“猜帽色”的问题。

老师为了辨别他的三个得意门生中谁更聪明些，而采用了以下的方法：

事先准备好 5顶帽子，其中 3顶是白的，2顶是黑的。他先把这些帽子让三

个人都看了看，然后要他们闭上眼睛，又替每人戴上一顶帽子。实际上老师

让每人戴的都是白帽，而将黑帽藏起来了。最后再让他们张开眼睛，并判断

自己头上戴的帽子是什么颜色。

三位学生互相看了看，都犹豫了一会，然后又几乎同时判定出自己头上

戴着白色的帽。那么，这三位学生是怎样推断出自己的帽色呢？原来他们用

的是“分析否定信息”的方法。谜底是这样的：



三个人为什么都犹豫了一会呢？这只能说明他们都没有人看到两顶黑

帽，也就是说三人中至多只能有一人戴黑帽。这一点在犹豫的一刹那，三个

聪明的学生当然都意识到了。此时某甲想：“我头上戴的如果是黑帽的话，

那么某乙某丙应当猜出他们自己戴着白帽了，因为黑帽不可能有两人戴。然

而乙、丙都在犹豫，可见我是戴白帽的！”与此同时，某乙某丙也都这样想

着，因此三人几乎同时脱口而出，猜着了自己的帽色。

这一“猜帽色”的游戏同样可以推广到多个人。我想，此时此刻读者一

定会想象得到，游戏中的白帽与黑帽的数量，必须加以哪些限制。

再看一则十分奇特的“撒谎者”的故事：

甲说：“乙撒了谎或丙撒了谎。”

乙说：“甲撒了谎。”’

丙说：“甲、乙都撒了谎。”

问究竟谁撒了谎？谁说真话？

看起来这似乎是一个无头公案，因为三个人都无一例外地指责别人在撒

谎。然而仔细一看，各人指责的内容和形式都不相同。乙指责“甲撒了谎”

是一句关键的话。因为如若乙说是真话那么甲便是撒谎者；如若乙是撒谎者，

那么甲所说的便是真话。可见甲与乙不可能同时撒谎。然而丙却指责甲乙两

人都撒了谎，这只能说明丙本身是撒谎者。丙是撒谎者，说明甲说的没有错，

从而乙的指责是莫须有的，因此乙也是撒谎者。在整个故事中只有甲是唯一

说真话的人！

类似“撒谎者”的智力难题，采用变换命题的方法是很有效的。下面是

又一则妙趣横生的“撒谎者”故事，留给读者作推理练习。

一个英国探险家到非洲某地探险。在宿营地附近有两个土著部落，高个

子部落和矮个子部落。已知两个部落中有一个部落成员总是说真话，另一个

部落成员则总是说假话。有一次，探险家在路上遇到两个土人，一个高个子

一个矮个子。探险家问高个子土人：“你是说真话吗？”这个土人回答说：

“古姆”，小个子土人会讲英语，就解释说：他说“‘是的’，但他是个骗

子。”

试问哪个部落成员说假话？（答：高个子）

反向推理可能是解决智力难题最常用的一种方法。下面比试身高的趣

题，是运用这种间接方法最为典型的例子。

甲、乙、丙、丁四人聚在一起，议论各自身体的高矮：甲说：“我肯定

最高。”

乙说：“我绝不至于最矮。”

丙说：“我虽然比不上甲高，但我也不会落 到最矮。”

丁说：“那只有我是最矮的了！”

为了确定谁是谁非，他们进行了现场测定。结果四个人中仅一人说错。

问四人的实际高矮如何？



如果采用直接推理，则必须分析甲乙丙丁四人说错话的可能。例如甲说

错话，那么甲不是最高，只能是第二、第三或最矮；与此同时，乙所说的则

应为事实，即乙可能是最高、第二或第三；⋯⋯。这种推理过程，无疑能够

继续下去。但到达成功的彼岸，航程还相当漫长。

如果采用反向推理，情况将大为改观，整个逆推的过程简单而漂亮：丁

不可能说错，否则便没有人会是最矮；既然丁说的是对的，那么乙也就同时

是对的了；甲不可能说对，因为若甲说对，则丙同时也该对。但四人都对与

实测结果违背。于是最高者非乙莫属。由于甲说的是错话，那么丙所说的便

是事实，他自从高不如甲，从而问题答案水落石出：

乙最高，甲第二，丙第三，丁最矮。

   

数学中的自动化推演

  

17 世纪末，德国数学家莱布尼兹（Leibniz，1646～1716）在研究自然

数 n的组成方法。

同理他求出 P（5）＝7，P（6）＝11。这些恰恰是头几个质数。于是莱

布尼兹觉得，他似乎得到了以下结论：P（n）是第n－l个质数。但当他检验

数 7的组成时，却得到 P（7）＝15，从而否定了自己脑海中曾经闪过的一个

念头。据此，莱布尼兹对不完全的归纳作了如下深刻的评论：上述猜想“是

骗人的归纳的极好例子”。

下面是一道相当精妙的归纳练习，它无疑能加深读者认识不完全归纳的

局限性。

在一张纸上画一个圆周，可把纸面分割成两个部分；画两个圆周最多可

把纸面分割成 4个部分；画三个圆周最多可把纸面分割成 8个部分。请问画

n个圆周最多可把纸面分割成几个部分？

也许有的读者脱口而出是 2n，那就大错而特错了！正确的答案应该是 n2

－n＋2。

那么，克服不完全归纳的局限，步向真理的阶梯该是什么呢？这就是我

们即将讲述的一种科学方法——数学归纳法。下面的故事寓意极深，它提示

了数学归纳法的真谛。

从前，一位画家为了测试他的三个徒弟对绘画奥妙掌握的程度，他把他

们叫来，让他们用最经济的笔墨，画出最多马。

第一个徒弟在卷子上密密麻麻地画了一群马；第二个徒弟为了节省笔

墨，只画出许多马头；第三个徒弟在纸上用笔勾出两座山峰，再从山谷中走

出一只马，后面还有一只马只露出半截身子。

三张画稿交上去，评判结果是最后一幅画被认定为佳作。构思巧妙，笔

墨经济，以少胜多！

这第三张画稿，只画一只半马，为何能胜于画一群马呢？原因在于：第



一张画虽然画了一群马，但却是有限的，第二张画虽对第一张画作了简化，

但没有改变有限数的本质，第三张画则不同，在一只马后面带出的半只马，

使人想象到隐没在山谷中行进着的一只又一只马，似乎无法尽数。

上面故事中的道理，被移植到数学上就是：要证明一个与自然数有关的

命题是真命题，必须分两步：
（1）验证当 n取第一个自然数 n0时命题成立；

（2）假设 n＝k时命题成立，证明 n＝k＋1时命题也成立。
在完成上述两个步聚之后，便能断定命题对从 n0开始的所有自然数 n都

成立。这，就是数学归纳法。

上述第一步是论证命题的基础，相当于前面故事中的第一只马；第二步

是判断命题的正确性，能否从特殊推广到一般的依据，相当于故事中的如下

事实：即如果有一只马，背后必带有另一只马。这样，有了第一只，便有第

二只马；有了第二只马，便有第三只马；⋯⋯如此等等，以至无穷！这个过

程就是“自动化的推演过程”。

数学归纳法的两个步骤是必不可少的：没有第二步便成了不完全归纳，

其局限性勿须多说。不过，第二步固然重要，第一步不能没有。没有第一步，

第二步便成了空中楼阁，甚至会因此推出谬误。下面是 G·波利亚教授为说

明这一问题而精心设计的一种“证明”。他试图“证明”一个有趣的论断：

“任何 n个女孩都有同样颜色的眼睛。”波利亚教授是这样写的：

对于 n＝1这句话显然是对的，剩下的是从 n推到 n＋1，为具体起见我

将从 3推到 4，而把一般的情形留给你。

让我把 4个女孩子介绍给你，她们是 A、B、C、D。假设（n＝3）A、B、

C的眼睛具有同样的颜色；也假设（n＝3）B、C、D的眼睛也具有同样的颜色。

因此，A、B、C、D四个女孩子的眼睛必定具有同样的颜色。

这就证明了 n＋1＝4时的论断。又比如从 4推到 5的情形，当然也不会

有什么困难。

波利亚果然“推出”了所有女孩子的眼睛颜色都是相同的。但这显然与

事实违背；中国女孩是黑眼睛，美国女孩却多是蓝眼睛！那么毛病究竟出在

哪里呢？波利亚教授解释道：问题出在第一步，从 n＝1推到 n＝2不成立，

用此导致了谬误。

下面我们看一个用数学归纳法证明题的例子。

某次体育比赛，每两名选手都进行一场比赛，每一场比赛一定决出胜负，

通过比赛确定优秀选手，选手 A被确定为优秀选手的条件是对任何其他选手

B，或者 A胜 B，或者存在选手 C，C胜 B，A胜 C，如果按上述规则确定的优

秀选手只有一名，求征：这名选手胜所有的其他选手。

证明：

（l）当 n＝2时，命题显然成立；

（2）假设 n＝k时，命题成立，即在 k个选手的集合 x中，A胜其余 k



－1个人。

今在集合 X的基础上增加一个选手 B，组成集合β，则：

1°若 A胜 B，命题显然成立；

2°若 A负于 B，进一步分两种情况：

（Ⅰ）当 B胜集合β中其他选手时，B为唯一的优秀选手，命题成立；

（Ⅱ）假设当 B对集合β中除 A以外的选手有胜、负或全负时，不妨设

B负于 C，则因 A胜 C，C胜 B，B胜 A，按规定 B间接胜 C，这时，A、B均为

优秀选手，这与已知矛盾。

所以，当 n＝k＋1时，命题成立，从而由（1）（2）得对任意自然数 n，

命题成立。

数学归纳法是数学思维方法中最重要，最常用的方法之一，它的“自动

化推演论证”过程十分完美地把特殊推广到一般，把有限推广到无限！

   

数学归纳法的第二种形式

  

数学归纳法是一种重要的论证方法。它们通常所说的“数学归纳法”大

多是指它的第一种形式而言，本文想从最小数原理出发，对它的第二种形式

即第二数学归纳法进行粗略的探讨，旨在加深对数学归纳法的认识。

第二数学归纳法原理是设有一个与自然数 n有关的命题，如果：

（1）当 n＝1回时，命题成立；

（2）假设当 n≤k时命题成立，则当 n＝k－1时，命题也成立。

那么，命题对于一切自然数 n来说都成立。

证明：用反证法证明。

假设命题不是对一切自然数都成立。命 N表示使命题不成立的自然数所

成的集合，显然 N非空，于是，由最小数原理 N中必有最小数 m，那么m≠1，

否则将与（1）矛盾。所以 m－1是一个自然数。但 m是 N中的最小数，所以

m－1能使命题成立。这就是说，命题对于一切≤m－1自然数都成立，根据（2）

可知，m也能使命题成立，这与 m是使命题不成立的自然数集 N中的最小数

矛盾。因此定理获证。

当然，定理 2中的（1），也可以换成 n等于某一整数 k。

作为第二数学归纳法的应用，举例如下：

例 有两堆棋子，数目相等。两人轮流取走棋子，每人每次可在其中一堆

里任意取走若干颗，但不能同时在两堆里取，且规定取得最后一颗者为胜。

求证后取者一定可以获胜。

证设 n为一堆棋子的颗数。

（l）当 n＝1时，先取者只能在一堆中取一颗，这样另一堆中的一颗就

被后取者夺得。所以命题是成立的。



（2）假设当 n≤k时，命题是成立的。现在来证明当 n＝k＋1时，命题

也是成立的。

因为在这种情况下，先取者在一堆中取走 2（1≤2≤k＋1）颗，这样后

取者面临的两堆棋子分别为 k＋1颗及（k－2＋1）颗，这时后取者可以在较

多的一堆中取 2颗，于是先取者面临的两堆棋都是（k－2＋1）颗，依归纳假

设，后取者获胜。

根据（1）和（2）可知，对于任意自然数 n来证，后取者都可获胜。

什么时候需要应用第二数学归纳法？这是很难用一句说清楚的。为此，

我们借助上述诸例重新认识一下第二数学归纳法的证明过程。很明显，对于

证明过程的第一个步骤即 n＝1（或某个整数 a）的情形无需多说，只需要用

n＝1（或某个整数 a）直接验证一下，即可断定欲证之命题的真伪。所以关

键在于第二个步骤，即由 n≤k到 n＝k＋1的验证过程。事实上，我们不难从

例 1的第二个步骤的论证过程中发现，证明等式在 n＝k＋1时成立是利用了

假设条件；等式在 n＝k及 n＝k－1时均需成立。同样地，例 2也不例外，只

是形式的把 n＝k及 n＝k－1分别代换成了 n＝k－1和 n＝k－2。然而例3就

不同了，第二个步骤的论证过程，是把论证命题在 n＝k＋1时的成立问题转

化为验证命题在 n＝k－2＋1时的成立问题。换言之，使命题在n＝k＋1成立

的必要条件是命题在 n＝k－2＋1时成立，根据 1的取值范围，而命题在 n＝

k－k＋1互时成立的实质是命题对一切≤k的自然数 n来说都成立。这个条件

不是别的，正是第二个步骤中的归纳假设。以上分析表明，假如论证命在 n

＝k＋1时的真伪时，必须以n取不大于 k的两个或两个以上乃至全部的自然

数时命题的真伪为其论证的依据，则一般选用第二数学归纳法进行论证。之

所以这样，其根本原则在于第二数学归纳法的归纳假设的要求较之第一数学

归纳法更强，不仅要求命题在 n－k时成立，而且还要求命题对于一切小于 k

的自然数来说都成立，反过来，能用第一数学归纳法来论证的数学命题，一

定也能用第二数学归纳进行证明，这一点是不难理解的。不过一般说来，没

有任何必要这样做。

第二数学归纳法和第一数学归纳法一样，也是数学归纳法的一种表达形

式，而且可以证明第二数学归纳法和第一数学归纳法是等价的，之所以采用

不同的表达形式，旨在更便于我们应用。

和第一数学归纳法一样，要正确有效的应用第二数学归纳法，也必须注

意许多细节问题，至此不再赘述。

   

一个用不完全归纳法获得真理的故事

  

英国天文学家、数学家哈雷从小就爱好数学和天文。在中学读书的时候，

他运用数学和物理知识独立地测出伦敦磁针的变化为 2°30′W，在牛津大学

学习期间，他不但设计了测定行星轨道单元的新方法，而且还编制出第一个



南天星表。因而获得了较高的声誉。年轻的哈雷不久就被选上英国皇家学会

的会员。1703 年被聘任为牛津大学教授。1720 年成为皇家天文学家，并担任

格林威治天文台台长。

哈雷是一位理论与实践相结合的科学家，他对大体星球轨道的研究不但

进行理论上的探索与精密的计算，而且还坚持实地观察和测量。

哈雷对天文学的最大贡献是对彗星的研究。他从小就对彗星发生了极大

的兴趣，他一心一意地进行了人类从未计算过的彗星轨道研究。他在观测

1680 年的大彗星之后，又对 24 颗彗星的轨道进行了计算，他注意到 1456 年、

1531 年、1607 年及 1682 年彗星运行轨道的相似性。他用不完全归纳法得出

了下面一个特性。即

1531 年—1456 年＝75 年，

1607 年—1531 年＝76 年，

1682 年—1607 年＝75 年。

这表明，这三次彗星出现的间隔时间几乎相同，于是哈雷猜想，过去天

文学家认为这三颗不同的彗星也许是同一颗彗星。就是说，它可能先后三次

经过那里。它以 76 年为周期绕日运转。

哈雷从这个数学上的不完全归纳法得到的猜想进一步作理论上的研究，

然后并以此为据，推想到这颗彗星下一次出现的时间将为 1758 或 1759 年间。

哈雷预言这颗彗星再次出现的时刻终于到来，1759 年 3 月 13 日，这颗

明亮的彗星，拖着长长的尾巴果然出现在天空之中。全世界爱好天文的人们

都欢腾起来，说哈雷的数学计算真是神妙，但可惜的是，那时哈雷已经离开

人间 17 年了。大家为了纪念哈雷的预言，称这颗彗星为“哈雷彗星”，哈雷

受到全世界人们的尊敬。

人们根据哈雷的彗星计算原理进行推算，这颗哈雷亲眼看到的彗星将经

过 76 年×3＝228 年再次出现在地球上空，这就是说，到达 1682 年＋228 年

=1910 年时，这颗哈雷彗星必然又将出现在地球上空，天文学家、数学家们

经过计算，它与地球的距离已迫近到 2400 万公里，而它的尾巴长达 2亿公里，

很明显，这一望无际的长尾巴将会扫过地球而去。当时人们都担心这个尾巴

当扫到地球上时将会出现什么，有些胆小的人（包括某些天文学家）都惊怕

了，说哈雷彗星必将与地球相撞，地球的末日到来了，有个别人甚至胆小到

为避免见到惨剧，事先自杀了。

199 年5月18日哈雷彗星果真又出现在地球的上空而且它的尾巴也确实

扫过了地球，人们照样还是安然无恙，其实彗星的尾巴只不过是一种极稀薄

的气体和尘埃所组成，它的来到可能会有一些氰和一氧化碳分子进入地球大

气层，但这与目前工厂和汽车每天排放的有害气体比较，就微不足道了，所

以说哈雷彗星的尾巴扫过地球是没有什么影响的，即使是彗星的头，（即彗

星核）碰上了地球也不会毁灭地

球的，因为这个彗星头的质量也只有地球质量的 。
1
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哈雷彗星最近一次到来是 1986 年，因为1910 年＋76 年＝1986 年。（这

次哈雷彗星的回归，观察可分为两个时期；1985 年 11 月 1 日至 1986 年 1 月

16 日，哈雷彗星在太阳之东；1986 年 2 月 27 日至 4月 19 日，哈雷彗星在太

阳之西，在后面一个观察期内彗星容易看到且较为壮观）。

哈雷能预言彗星的到来，这说明事物间是相互联系的，哈雷用数学上的

不完全归纳法，在一系列彗星出现的时间表上归纳，猜想出一个新的设想，

然后再加以论证，证实这个设想是正确的，于是推翻了前人的结论，得到了

一个新的结论，获得了真理。我们学习数学，研究科学，就要在前人的基础

上创新，从而推动数学（科学）的发展，造福于人类。

   

“逢二进一”的算术

  

人类对于司空见惯的东西，总是觉得是天经地义的。孩子们从小就学习

“逢二进一”的算术，随着年龄的增长，和这种数制打交道越来越多。很少

有人怀疑并追究这种数制的由来。其实，十进位制源于人类的 10 个手指。在

远古时代，人们是用扳动手指来计数的，2000 年前古罗马的数字和中国的记

数符号，都是由此而起源的。

可以想象，假如在数亿年的进化过程中，人类生就的是光秃秃的两个拳

头，那么他们所用的数制大约会是“逢二进一”。

桌上放着一打铅笔，我们会准确无误地写出铅笔的数目为“12”。倘若

有谁写成“1100”，大家都会认为是荒谬的。然而，这却正是使用“二进位

制”的记号。为了今后不至于引起混乱，我们用下标（2）表示进位制下的数。

例如；
1100（2）＝1×23＋1×22＋0×21＋0＝8＋4＝12；

10101（2）＝1×24＋0×23＋1×22＋0×21＋1

＝16＝4＋1＝21

上面几式的右端，实际表明了怎样把二进制数化为常用的十进制数。至

于怎样把十进制数化为二进制数，下面提供的是一种有效的途径。比如，要

把 71 写成二进制数。如下式，我们将 71 除以 2，余数写在右边。如果除尽，

则写 0。

将商再除以 2，重复上述过程，直到商等于 1为止。这个 1也写到右边

余数那列的最下面，再从下到上写成一行数，它便是 71 的二进制数的表示

法：
71＝1000lll2

二进制的最大优点是，每个数位都只有 0与互两种状态，这使得我们可

以通过简单的方法，例如白与黑、虚与实、负与正、点与划、小与大、暗与

亮等等加以表示。下表所列的是 71 用二进制的几种表示方法。当然，二进制

也有不足，正如大家看到的那样，同一个数目在二进制中要比在十进制中位



数多得多。也有些问题在古进制中显得很复杂，但在二进制中却十分简单。

下面一则古老而有趣的传说，颇为生动地体现了这一点：

印度的舍罕王打算重赏国际象棋的发明者宰相西萨·班·达依尔。这位

聪明的大臣向国王请求说：“陛下我什么也不要，只请您在第一个小格内放

一粒米；在第二个小格内放两粒；第三格放四粒；照这样下去每一小格内都

比前一小格加一倍。把棋盘上 64 格的米粒都恩赐给我！”

国王慷慨答应了西萨·班·达依尔的要求。他觉得宰相的请示未免过于

寒酸。

可是国王很快发现自己的诺言是无法实现的，因为他需要付出的米粒数

是：

1 2 2 2 2 2
2

2 12 3 4 63
64-1

64＋ ＋ ＋ ＋ ＋⋯⋯＋ ＝ ＝ －
2 1−

＝18446744073709551615

这是一个长达 20 位的天文数字！

最后西萨·班会因为国王无法忍受没完没了的债务而丢掉脑袋。

不过，我们要说的是：如果使用二进制，西萨·班所要求的赏赐，只是

一个形式简单的数字。

读者想必对小学里背诵的“九九乘法表”记忆犹新。那是一件十分辛苦

而费时的事。然而对于二进制数来说，各种运算规则全都出奇地简单。任何

人在半分钟之内，都能把它背得滚瓜烂熟：

运算规则可以归纳为八个字：“格式照旧，逢二进一。”利用这一规则，

可以很容易地实现二进制数的四则运算。下一位的 1＋l。

读者可以自行设计更多的练习。目前，这种只有“0”、“1”“两个数

字的二进制系统，已成为计算机最为理想的数字语言。

   

火柴游戏的制胜诀窍

  

有一种极为有趣的火柴游戏，源于我国，大约 100 年前传到欧洲，取名

“宁蒙”，也叫中国二人游戏。

游戏的方法是这样的：有若干堆火柴，每堆火柴的数目是任意的。现有

A、B两人轮流地取这些火柴，每人只能从某堆中取去若干根火柴，也可以整

堆全部取走，但不允许跨堆取，即不能一次向两堆中拿。约定谁拿掉最后一

根火柴就算谁赢。

数学家们已经完全掌握了这种两人游戏的制胜诀窍。为了让读者充分了

解取胜的奥妙，我们先从游戏中的获胜位置讲起。为叙述方便，我们用记号

（p，q，r，⋯，s）表示对策中火柴的状态。例如（2，2）表示有两堆火柴，

每堆各有两根；（1，2，3）表示有三堆火柴，各堆分别为一根、二根和三根

等等。



很明显，（1，1）是一种获胜位置，这是可以直接加以验证的。（2，2）

也是一种获胜位置。事实上当 A拿成（2，2）后，无论B怎样应付都有 A胜。

同样，（1，2，3）也是获胜位置，当 A拿成（1，2，3）后，B可能拿成以

下几种情形。

1°B拿成（2，3），A拿成（2，2）胜；

2°B拿成（1，2，2），A拿成（2，21）胜；

3°B拿成（1，1，3），A拿成（1，1）胜；

4°B拿成（1，3），A拿成（1，1）胜；

5°B拿成（1，2，1），A拿成（1，1）胜；

6°B拿成（1，2），A拿成（1，1）胜。

同样分析可以知道（n，n）及（1，2n，2n＋1）等都是获胜位置。那么

一般地，怎样的位置才是获胜位置呢？探索的过程无疑是很艰辛的！但读者

大可不必重蹈那曲折的认识过程，数学家们已经为我们找到了捷径。

把每一堆火柴的数目用二进制数表示出来，写成一行。于是，有几堆火

柴就有几行二进制数码。

把各行数对齐，并将各列数码相加（不进位），把各自结果的奇偶性写

在该列的下方。如果得到的全是偶的，则相应的火柴状态称为正确的状态。

数学家告诉我们，正确的状态是获胜位置，不正确的状态就不是获胜位置。

道理并不难，假定 A拿成了一种正确状态，这时各堆火柴的数目所写成

的二进制数各列之和均为偶数。现在轮到 B拿，B不可避免地要动到某行二

进位数，从而使这一行的一些 1变成 0，而另一些0变成 1。这就使得一些列

的和由偶变为奇，从而由正确状态变为不正确状态。

反过来，如果 B已经拿成不正确状态，比如拿成偶、偶、奇、偶、奇、

偶，这表明在右起第二列和第四列内，至少各有一个 1，此时有以下两种可

能性：

（1）上述两个“1”在同一个二进位数内，即

××1×1××

则 A只要从这一个二进位数相应的那堆火柴里，取走 1010（2）＝10 根，

这一行的数就变为

××0××0×

上式有“×”的地方，数字不变，这样A拿后的火柴状态变为正确状态。

这时相应二进位数各列之和，包括第二列与第四列，都变为偶数。

（2）上述两个“1”不在同一行，而在两个不同的行：

也就是说，当从上一行相应的堆取走 6根火柴时，上面两行将变为如下

状态：

式中有“×”的地方，数字都不变。从而各列之和全为偶数。即此时 A

已拿成正确状态。

综合以上两种情形，说明如果 B拿成不正确状态，则 A一定有办法把它



拿回到正确状态。而 A一旦拿成正确状态，轮到 B拿就只能破坏这种状态，

这就是说，只要 A在游戏的某个时刻把握住了正确状态，他实际上已经稳操

胜券了！

我想聪明的读者大约都已掌握了火柴游戏的取胜秘诀。不过，如果对方

是生手，你完全不必如临大敌。因为开始时每堆火柴数目很多，堆数也很多，

你完全可以随心所欲地拿。等火柴拿得差不多时，再看准那些形如：

（2，2），（1，2，3），

（n，n），（1，2n，2n＋1）

之类基本获胜位置或它们的组合，你的胜利是完全不成问题的！

火柴游戏有许多有趣的变式，其中最为精彩和出人意料的那局闷宫棋，

双方的炮均不能离行，逼近将边的兵也不该动，否则必输无疑。因此双方只

有动炮及边兵，如果把可动的空位当成火柴的根数的话，那么这种棋局相当

于初始状态为（1，4，8）的火柴游戏。这不是一个获胜位置，所以先走的人

第一步走“炮七进三”，必定可操胜券。因为这时的状态（1，4，5）已是一

个获胜位置。

   

布尔的命题代数

  

公元 1847 年，一位完全靠自学成才的英国数学家布尔（Boole，1815～

1864），深刻研究了命题演算如下规律：即当命题 A和命题 B同时为真时，

命题 A·B才能为真，特别当 A为真时，A·A＝A才能为真。从真假性的意义

讲，A2与 A是等价的，即可写成 A2＝A。布尔先生发现：

×·×＝×2＝×

这是所研究逻辑类演算的特有规律。它不同于普通的代数运算。它决定

了逻辑变量只能取 0和 1两个值。布尔解释道：如果用 X表示命题的真值，

那么 X＝1表示命题 X为真，X＝0表示命题 X为假。

利用真值表，很容易验证“或”、“与”、“非”三种逻辑运算，具有

以下基本性质：

（1）“或”运算的基本性质

A＋B＝B＋A（加法交换律）；

A＋（B＋C）＝（A＋B）＋C（加法结合律）；

A＋0＝A；

A＋1＝1；

A＋A＝A（加法重复律）。

（2）“与”运算的基本性质

A·B＝B·A（乘法交换律）；

A·（B·C）＝（A·B）·C（乘法结合律）；

A·0＝0；



A·1＝A；

A·A＝A（乘法重复律）。

（3）乘法对于加法的分配律

P·（A＋B＋⋯＋C）＝P·A＋P·B＋⋯＋P·C。

就这样，布尔先生创造了一种崭新的代数系统。这种代数系统，把逻辑

思维的规律，归结为代数演算的过程。从而使逻辑关系的判断与推理，复杂

命题的变换与简化，终于找到了巧妙而有效的数值化的途径。例如考虑乘积

P·Q·R⋯·S，这个乘积命题肯定了它的每个分支命题的论断：如果分支命

题都是真的，那么乘积命题自然也是真的；反过来如果乘积命题是真的，那

么它的每个分支命题也必须是真的。用命题的真值表示，就是：

PQR S 1

P 1

Q 1

R 1

S 1

⋯

⋯⋯

= ↔

=
=
=

=














符号“↔”表示等价。同理，若 P·Q·R⋯·S＝0，则在 P，Q，R⋯S之
中至少有一个真值为 0，反之亦然。
在逻辑问题中我们还经常把蕴涵命题“ → ”转换为方程 ＋ ＝P Q P Q 1

或 · ＝ 这种转换的等价性，由下表可以看得非常清楚。P Q 0

P → Q P Q P Q＋ P Q·

1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0

上面所讲的有关命题运算的一些知识，远非人们想象的那么枯燥无味和

费解，下面的一些有趣问题，将使你领会布尔先生的代数技术是多么的有用。

这是一个著名的关于判定谁有罪的智力难题。

已知：若 A无罪，则 B与 c都有罪；

在 B与 C中必有一人无罪；

要么 A无罪，要么 B有罪。

问：谁有罪？

为了把逻辑推理问题化为命题代数问题，我们用 A、B、C分别代表命题

“A有罪”、“B有罪”、“C有罪”。依题意得：
A→ · ，即有 ＋ ＝

＋ ＝

＋ ＝

B C A BC 1

B C 1

A B 1

由此（ ＋ ）（ ＋ ）（ ＋ ）＝A BC B C A B 1

上式左端展开后给出：



ABA ABB ACA ACB

BCBA BCBB BCCA BCCB 1

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋ ＋ ＝

注意到对于命题 X，有

X X 0· ＝

则上式左端除 一项外其余全为 ，即得：

＝

ACB 0

ACB 1

这意味着 ＝ ， ＝ ， ＝ 。也就是说， 和 是有罪的， 是唯一的A 1 C 1 B 1 A B C

无罪者？

对于含有条件命题的推理问题，上例所用的技巧是具有普遍意义的。下

面曲型的例子，将使你处理这类问题的技巧得到进一步熟练和巩固。

在一次班级选举中，小华、小明和小聪都被选为班委。

已知：

如果小华是体育委员，那么小明就是学习委员；

如果小聪是班长，那么小华就是学习委员；

如果小华是学习委员，那么小明就是班长；

如果小明不是体育委员，那么小聪就是学习委员；

问：各人担任什么职务？

这是一个相当困难的智力问题，为叙述方便，我们用 A、B、C、代表小

华、小明和小聪，而用下标 1、2、3分别代表担任学习委员、体育委员和班

长。

依题意得：

A B A B 1

A B A B 1

B C B C 1

C A C A 1

2 1 2 1

1 3 1 3

2 1 2 1

3 1 2 1

→ ，即有 ＋ ＝

→ ，即有 ＋ ＝

→ ，即有 ＋ ＝

→ ，即有 ＋ ＝













由此（ ＋ ）（ ＋ ）（ ＋ ）（ ＋ ）＝A B A B B C C A 12 1 1 3 2 1 3 1

上式左端展开后给出

A A B C A A B A A A C C A A C A

A B B C A B B A A B C C

A B C A B A C B A B A

B A C C B A C A B B B C

B B A B B C C B B C A

1

2 1 2 3 2 1 2 1 2 1 1 3 2 1 1 1

2 3 2 3 2 3 2 1 2 3 1 3

2 3 1 1 1 1 3 1 1 2 1

1 1 1 3 1 1 1 1 1 3 2 3

1 3 1 1 3 1 3 1 3 1 1

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

＋ ＋ ＋

＝

由于不相容的命题不可能同时为真，因此上式左端除第一、三、七项外，

其余各项均为 0，即得
A A B C A A C C A B C C 12 1 2 3 2 1 1 3 2 3 1 3＋ ＋ ＝

化简得



A C A B A C B C 12 3 1 2 1 1 3 3（ ＋ ＋ ）＝

从而推知：
＝ ， ＝

＋ ＋ ＝

A 1 C 1

A B A C B C 1

2 3

1 2 1 1 2 1







注意到 ＝ → ＝ ，这就使得 ＝ （否则将 ＝ ，出现矛盾 ）。A 1 A 0 B C 0 A 1 12 2 3 1 2

于是有

最后的推理是因为：若 B2＝0，则只有 B1＝1，从而 C1＝0 这与 B2＋C1

＝1 矛盾。

综上，我们得到 A3＝1，B2＝1，C1＝1。这个结论表明：小华被选为班

长，小明被选为体育委员，小聪则被选任学习委员。

亲爱的读者，从上面的例子你是否已经发现，怎样用命题代数的技巧来

解这一类逻辑难题呢？

   

命题简化

  

上一节我们看到，许多表示复合命题的逻辑式，是由基本命题及其否定

之积相加的形式表现出来。这样的式子称为逻辑和的标准形式。例如：

R＝A＋BC
S AB BC AC

T ABC ABC ABC AB

＝ ＋ ＋

＝ ＋ ＋ ＋ C

最后一个逻辑式，它的每一项积包含有全部的基本命题或其否定。这样

的逻辑和标准形式称为“完全的”。

很明显，一个非标准形式的逻辑式，可以通过展开化为标准形式。而一

个标准形式的逻辑式，又可以进一步化为完全标准形式。这只需反复应用 X

＋X＝1这一公式即可。例如：

R＝A＋BC
＝ （ ＋ ）（ ＋ ）＋（ ＋ ）

＝ ＋ ＋ ＋ ＋

＝ 十 ＋

＝ （ ＋ ）＋（ ＋ ） ＋ （ ＋ ）

＝ ＋ ＋ ＋ ＋

A B B C C A A BC

ABC ABC ABC ABC ABC

S AB BC AC

AB C C A A BC A B B C

ABC ABC ABC ABC ABC

读者完全可以想象得到，一个复合命题的“完全式”的某个项，便可表

示为下图立方体中的某个顶点。标出这些顶点，便得到相应复合命题的几何



模型。

例如，对于复合命题
X ABC ABC ABC

Y ABC ABC ABC ABC

＝ ＋ ＋

＝ ＋ ＋ ＋

我们可以分别得到如下的几何模型。

可能读者已经发现，图中的某些棱已被画为粗线。这是因为当一条棱的

两端同时出现在逻辑和的表示式中

时，该逻辑式一定可以简化。例如上右图的点（ ）与（ ）由于ABC ABC

ABC ABC A A BC BC＋ ＝（ ＋ ） ＝

这意味着它可简化为连接两点的棱 BC。，由图知，X、Y可简化为：

X BC ABC＝ ＋

Y＝AB＋BC＋AC

同理，若立体模型中某个面的四个顶点同时出现在逻辑和的表示式中，

那么这部分的表示式便可简化为代表这个面的一个字母。例如，前面提到的

T ABC ABC ABC ABC＝ ＋ ＋ ＋

右端四项，分别表示上图 A面上的四个顶点，于是 T可简化为 A。事实



上，直接计算有：
T AB C C AB C C

AB AB A B B

＝ （ ＋ ）＋ （ ＋ ）

＝ ＋ ＝ （ ＋ ）

＝A

需要说明的是：在作命题简化的时候，我们只需从逻辑和的标准式开始

就可以了。因为标准式一般比“完全式”来得简单。引进“完全式”只是为

了讲解上的方便。实践上对于已经简化了的东西，是无需回到更为复杂的模

式上去的。这好比马拉松赛跑，此时你已经跑了 3公里，如果你想向观众表

明你有能力跑完全程，那么你完全不必回到起点重新跑起，接下跑到终点就

是了！

为了让读者有所仿效，下面我们举一个用立方体简化复合命题的完整的

例。已知：

U AB BC ABC ABC＝ ＋ ＋ ＋

画出命题 U的几何模型容易看出，图中有四个顶点位于 A面上，从而命

题 U可以简化为：

U＝A＋BC

可能有的读者会问：前面讲的都是三个基本命题的情形，对于四个或更

多基本命题的情形又该怎么办呢？要回答这个问题我们还需要许多其他的知

识，例如需要了解四维立方体或多维立方体的概念等等，在这里就不讲了。

   

如何设计自动装置

  

请看一个生动而常见的例子：

一幢二层楼房，楼梯道上装着一盏路灯。在一楼厅中装有开关 A；在二

楼走廊装有开关 B。要求扳动任何一只开关，都能改变路灯的亮与暗的状态。

例如：最初开关A、B均处于未接通状态，路灯也暗着。现某甲为了上楼照明，

在底楼扳动开关 A，路灯 X因此亮了；上楼后为了节省用电，又扳动二楼的

开关 B，使灯 X熄了。此时，某乙也要上楼，他又扳动开关 A，于是路灯又亮

了；⋯⋯

问应如何设计符合要求的开关线路？

把 X看成基本命题 A、B的复合命题，不难列出真值表。

为了设计一种装置，使之能够实现复合命题 X的逻辑运算，我们首先必

须弄清这一命题的结构。在上一节我们曾经提过：根据复合命题的真值表，

确定其逻辑和标准式的结构，是颇有一些技巧的。其实，这种技巧并不难掌



握，它可以生动
A B X

0 0 0*
0 1 1
1 1 0*
1 0 1

地归纳为下面四句口诀：

写出所有积，比较终 0行；

代入算真值，弃掉得 1项。

口诀的第一句意思是：要写出所有可能的积。由于出现在积中的每一个

命题都有原型命题和否定命题两种状态，因此如果问题中基本命题数为 n，

那么上述可能的积共有 22项。例如上例中基本命题有两个（A、B），则所有

的积共有 22＝4项，它们是

AB AB AB AB， ， ，

口诀的第二句开始，即告诉我们对于 2n项的可能的积，应如何加以取

舍，关键是“比较终 0行”。“终 0行是指最终输出为“0”的那些行，正如

上例的真值表中我们打有“＊”号的第一行和第三行。接下去是把这些行相

应的 A、B代入所有的项，分别算出项的真值。如果某项算出的真值为 1，那

么该项必须舍弃。没有被舍弃的项相加，即得所求的逻辑和结构式。这便是

口诀的结论。对于上例，我们把打有“＊”行的A、B值，代入所有的四个项。

有：

（ ）当 ＝ ， ＝ 时， ＝ ，则 项弃去；1 A 0 B 0 AB 1 AB

（2）当 A＝1，B＝1时，AB＝1，则 AB 项弃去。

这样，在所有四项中只留下 与 两项。于是得AB AB

X AB AB＝ ＋

相应于这一复合命题的机能图如图 1。

归纳一下本节和上节所见到的例子，我们知道：设计一个关于复合命题

X的自动装置，大体可以分以下几个步骤：

（1）列出复合命题 X的真值表；

（2）确定 X的逻辑和结构；



（3）简化 X的逻辑式；

（4）画出相应的机能图；

（5）选择逻辑元件，确定自动装置的电路图。

对大多数读者来说，电灯的开关要远比二极管或三极管等电子元件来得

熟悉。开关的通与断，可以用来表示命题的真值。而整个复合命题的真假，

则由灯泡来指示。灯亮了，表示复合命题为真；灯不亮，表示复合命题为假。

因而布尔先生的命题代数，有时也叫做“开关代数”。

开关电路的逻辑元件有如图 2。

在《布尔先生的命题代数》一节我们讲过，蕴涵关系 A→B的真假性与

A B A B＋ 相同，而后者是“非 ”和 的“或”电路，见左图。

利用上面开关电路的逻辑元件，我们可以根据机能图确定相应的电路。

在前面楼梯路灯的例中

X AB AB＝ ＋

逻辑式右端表明： 的开关电路应是 和 的“或”电路，而X AB AB AB

又是一个“非 A”及 B的“与”电路；AB 则是 A及“非 B”的“与”电路。

下图则非常明显地表现出这一电路的结构。明眼的人能够看出，这个图跟图

2的电路图实际上是一样的（开关间的虚线表明同时操作。

我想读者一定不会只满足于开关电路的设计，而且还希望能亲自动手去

制作这类装置。那么，下面的问题肯定会给你带来极大的乐趣！

【问题】

1．设计一个水位控制器，使水池里的水常满。

2．设计一个旅店双人房间的照明电路，要求房间入口处，两人的床头各



装一个拉线开关。当电灯亮时，拉动任何一个开关可以使电灯不亮；而当电

灯不亮时，拉动任何一个开关可以使电灯变亮。

3．设计一个三人投票裁决，多数同意通过的自动装置。

4．设计一种有三个键钮的保密电子锁，仅当同时按下键钮 A、C时锁 X

才能被打开，其余情况则拉响电铃报警。

5．设计一种能作两位数的二进制数的乘法装置。
AB

CD

XYZW

×

［计提示］

1．在高水位与低水位分别设置开关 B、A，水未达该水位则有信号输出，

则水泵的开关 X：

X A AB＝ ＋

电路图见图 4

2．设三个开关为 A、B、C，则灯 X：

X ABC ABC ABC＝ ＋ ＋

图 5是它的机能图，电路图略。

3．设三人投票的命题为 A、B、C，裁决结果为 X，则

X＝AB＋AC＋BC

4．设 Y为报警命题，则

X ABC 

Y X A B C

5

X ABCD

Y ABC ACD

Z ABC ABD ACD BCD

W BD

＝

＝ ＝ ＋ ＋

．

＝

＝ ＋

＝ ＋ ＋ ＋

＝



















   



错觉——思维的漩涡

  

徐霞客（1586～1641）是我国明朝著名的地理学家。有一次，他到了云

南大理县的点苍山，看到了海拔 2030 米的云弄山麓有一处“蝴蝶泉”。他在

一篇游记中写道：“⋯⋯又有真蝶千万，连须钩足，自树巅倒悬而下，及于

泉面，缤纷络绎，五色焕然。”

有一个姓赵的游人来到泉边观赏，发现了一种奇怪的现象：在泉边飞舞

的蝴蝶躯体小，成串倒挂在树枝上的躯体大；白天倒挂的晚上飞走了！他感

到很奇怪，便去请教蝶类专家，专家说：白天倒挂的应该不是蝶，而是蛾。

蛾昼伏夜动个体大；蝶昼动夜伏个体小。于是他写下了《蝴蝶泉边的发现》

一文，证实了千百年来对“蝴蝶泉”的叫法是一个错觉！

如果一个关于自然事物的命题是真实的，我们便称之为事实。然而单凭

直观感觉来判断，很可能会使人陷入错觉的漩涡。直觉的偏见，而导致非科

学的推理，在科学史上屡见不鲜！

最为生动的例子莫过于地心说。人们清晨看到太阳从东方地平线上冉冉

升起，傍晚又见到太阳从西方地平线上徐徐下落。太阳的上升与下落使人类

感觉到了白昼与黑夜。因此，有几千年时间，人们以为地球是宇宙的中心，

而星星和太阳都围着地球运转。这种假象所造成的偏见，是如此根深蒂固地

植入那个时代人们的脑海，以致于当发现在地球上观察一个行星，它好像是

按回线运动时，依然对错误的偏见执信不移。在 6～8周时间内，在地球上观

察到的著名行星在恒星图案中仔细画出的运动路线。这种路线正如大家看到

的那样，表现为极其美丽和规则的回线。所画行星的名称，从上到下依次是：

水星、金星、火星、木星和土星。今天，“地心”的错觉已经恢复了本来的

面目。大概没有什么人会怀疑地球是围绕太阳转的了。几乎所有中学生也都

知道由于地球的自转带来了黑夜与白天！

背景的干扰，常常会产生光学的错觉，下面是一些有趣的例子。

当你注意上左图的图案时，你似乎会感觉到在白条的相交处有隐隐约约

的阴影。这是因为离相交点较远的任何交界点周围黑色较多，因而显得比两

白条相交处更为明亮的缘故。

四条水平线段其实是等长的，但看起来似乎各各长短不一。这种错觉产

生变形的原因。是由于你的眼睛只注意箭头内的终点，而不随之到尖端。

下面图 4图 5的黑框实际上是两个正方形，由于背景线条的干扰，很可

能会产生变形的错觉。

左下图的七条斜向直线都是平行的，但在你的最初感觉中，一定会以为

它们是歪歪扭扭的。



抛弃直觉的偏见，需要敏锐的观察和科学的思维。只有摈弃“想当然”，

才能识别假象。

上一世纪中叶，德国著名化学家李比希（Liebig，1803～1873）到英国

进行考察。有一天，他在一家制作“柏林蓝”的工厂，看到了制作这种颜料

的过程；把动物的皮和血与某种药水调和放在铁锅中煮。在加热的同时，用

一根铁棍使劲地在锅里不断地搅拌，搅拌时发出极大的声响。主人介绍说：

“搅拌锅里溶液时，揽的响声越大，柏林蓝质量越好！”

然而李比希却从假象中领悟到本质。他在寄回祖国的信中写了以下一段

话：“用这种材料制作柏林蓝，另加一些含铁的化合物就行了，并不需发出

响声。因为使劲蹭锅，无非是想把锅上的铁屑蹭下来，使它与液料化合而制

成柏林蓝。这种作法虽不是毫无道理，但做出来的柏林蓝质量却不一定好，

而更重要的是浪费了劳动力。”

下面有趣的问题，对于认识“想当然”的危害是再好不过的了！

两个人展开了争论。

甲说：“月亮发亮的部分接近正圆，所以这一天是阴历十五或十六。”

乙说：“怎么会是阴历十五呢？大约阴历二十左右吧，月亮缺着哩！”

聪明的读者，你能判定谁说的对吗？可能你已经猜到了，甲说的是对的！

上面图中的“月缺”只是一种假象，一定是被看不见的什么物体遮住了。因

为月亮被太阳光照射，它将近有一半是发亮的。所以地上看到的月亮图形，

它的两个尖点连线应大致通过圆心，月亮图形显然不具备这一性质，因此判

定图中缺的部分是被别的物体遮住了。看起来乙说的“月缺”只是一种错觉。

下面是一道几何上有名的错觉证明的例子。

已知：在四边形 ABCD 中，AB＝DC

求证：AD∥BC

【证】令线段 AD 与 BC 的垂直平分线相交于 E点。已知：

△ABE≌△DCE（S·S·S）

∵∠1＝∠2

∴∠3＝∠4（EA＝ED）

∴∠BADD＝∠CDA

同理可证∠ABC＝∠DCB

∵四边形内角和为 360°

∴∠DAB＋∠ABC＝180°

从而 AD∥BC



证毕

学过几何的读者都知道，结论肯定是不对的！那么问题出在哪里呢？我

想，只要读者仔细琢磨，破绽是一定会找到的。

可见人类的正确思维基于下述两点；一是事实，二是推理。事实是推理

的依据，推理则是连接事实与结论的纽带。然而，错觉常常使人们的思维陷

入一种漩涡。因此当我们检验有关事物的真实性，并作逻辑推理的时候，不

要忘记我们感官上可能产生的错觉，多问几个为什么！

   

警惕似是而非的证明和结论

  

人们在生产和日常生活中，对事物要有明辨是非，识别真伪，分清哪些

是似是而非，哪些又是似非而是的能力。我们应透过现象认识本质。在我国

古代《吕氏春秋》里的“疑似篇”中就特别强调“疑似之迹，不可不察”。

这是告诫人们，要用严格的逻辑推理的方法去观察事物的本质。这样才有利

于认识世界，正确处理生产和日常生活问题。

同样，在数学中似是而非的命题或似是而非的证明也是不少的。我们研

究或解决这些命题时，若稍不慎，就会被外来的假象所迷惑，甚至一些历史

上的著名数学家也会犯这样错误。所以对这类似曾相识又不了解的似是而非

的命题和证明方法应予高度警惕。在论证、推理时牢牢记住言必有据。只有

这样，才能避免错误。为了加深印象，下面举一实例。

例1 若水结冰时体积增加 。则当冰化为水时，其体积就要减少 。这
1

11

1

11

个结论对吗？

回答是不对的。又为什么呢？

水结成冰，体积增加 ，这就是说，冰的体积比水的体积增加 ，它是
1

11

1

11

以水的体积作为标准来比的；冰化为水，体积减少 ，它是以冰的体积作为
1

11

标准来比的。由于比的标准不相同，所以我们就不能

说：“由于冰的体积比水增加 ，则水的体积就比冰减少 。”
1

11

1

11

为了具体说明，不妨假定水的体积为 11cm3，则结冰后，其体积增加水

的 ，即为
1

11

11cm 11cm 11cm 1 12cm3 3 3 3＋ × ＝ ×（ ＋ ）＝ 。
1

11

1

11

这就是说，11cm3的水结冰后成为 12cm3的冰。

现在假定来一个还原。即将 12CM3 的冰化它为水。假定要减少冰的体

积 ，即要减少 × ，
1

x
12cm

1

X
3



所以可得， － × ＝ 。

解之得，

12cm 12cm
1

x
11cm

1

x

1

12

3 3 3

=

∴x＝12

这就是说，若水结成冰，体积增加了 ，则冰化成水，体积就应减少 ，
1

11

1

12

（即减少冰的体积的 ）而不是 ，因而题目中的结论是错误的。
1

12

1

11

例 2  17 世纪法国数学家费尔马在研究质数（又称素数）的时候，曾认

为“22n”＋1”形式的数，当 n＝0，1，2⋯⋯，皆为质数。

他得出这个结论的理由是：

因为当 n＝0，1，2，3，4时，则 22n＋1的值分别为 3，5，17，257，65537，

而后者诸数都是质数。因而便认为 22n＋1形式的数皆为质数。

费尔马的这个结论曾经迷惑了不少人，直到 18 世纪瑞士大数学家尤拉才

发现费尔马提出的 22n＋1当 n＝5时，其值为 4，294，967，297＝641×6，

700，47 并非质数。才把这个结论推翻。

很明显，费尔马是世界上著名的数学家。但当他偶一疏忽时也会犯上述

错误的。其原因是被少数的、个别的现象所迷惑，以不完全归纳法代替了完

全归纳法。把个别的、部分的现象看成了全体事物的本质。

例 3  有一梯形 ABCD，引长上底 BC 至 F，使 CF＝AD＝b，引长 DA 至 E，

使 AE＝BC＝a，连结EF、AC、BD 和 DF，试看下面的错误推理导出荒谬的结论。

设 AM＝x，MN＝y，NC＝Z，则

△BCN∽△NAN

∴ ．
a

b

z

x y
=

+

又∵△ ∽△ ，∴

于是得到 ，

∴

FAM FCM
a

b

x

y z

a

b

z

x y

x

y z

a

b

z

x y

x

y z

z x

x y y z

z x

x z
1

=
+

=
+

=
+

=
−

+ − +

=
−
−

= −

=
+

-
+

( ) ( )

即
a

b
1= −

∴a＋b＝0．

这个结论就是说，任何一个梯形的上底加下底其和为零，这不是一个荒

谬的结论吗？与事实不符的结论一定是错误的。但它究竟错在哪里呢？



我们若不认真对待上面推理中的第一步骤，是很难发现它的错误所在，

似是而非会迷惑我们，即是荒谬的结论，错误是必然存在的。列宁曾经指出

过：“逻辑形式和逻辑规律不是空洞的外壳，而是客观世界的反映，”如果

不符合实际情况不是推理的前提错了，就是推理与计算有错误。

我们认真检查上面每一步的推理，就会发现，∵△BNC∽△BDF（∵AD⊥

CF，∴ACFD 为平行四边形，∵AC∥DF

∴ 。

即 。

BC

BF

a

a b

NC

DF

z

DF
a

a b

z

DF

=
+

= =

+
=

同样可得△EAM∽△EDF。

∴ 。

即 。

于是得到 。

EA

ED

a

a b

AM

DF

x

DF
a

a b
=

x

DF
z

DF

x

DF

=
+

= =

+

=

∴z＝X，或即 X－z＝0。

至此，再来看前面推理中最末了一步，

即
a

b

z x

x z
1=

−
−

= −

显然，在这个式子中，我们用（X-Z）去除分子和分母，已知 X－Z＝0，

我们用零去除分子和分母这就是错误所在的地方。事实上，在前面的每一步

推理过程中也只有这一步值得研究和怀疑。（其余各步均有根据）于是才考

虑到 X与 Z的大小关系，才考虑到△BNC∽△BDF，△ENM∽△EDF，才考虑到

由此导出的比例关系。最终得到了可靠的结论，即 X－Z＝0。荒谬结论是由

最后一步推理上的错误而引起的。

例 4  设 O为圆心，AB 为 O 圆的一直径，过 B点任作一弦 BC，并取其中

点 E。

连 AE 并延长交 O圆周于 D。

连结 则∠ ＝∠ ，（都是以 所度）。∠ ＝∠ 。（都以
⌒ ⌒

CD A C B D
1

2

1

2
BD AC

所度）又∵在△ABE 及△CDE 中，BE＝CE。（已知）

∴△ABE≌△CDE．（边、角、角）

∴CD＝AB．（全等三角形的对应边相等）但 AB 是 O 圆的直径，而 CD 是

不过圆心的一条弦。两者不能相等。

这是一个初学几何时易犯的错误。

这个题错在“△ABE≌△CDE（边、角、角）”这一步。

∵∠A是△ABE 中 EB 边所对的角，而在△CDE 中其中一边与 EB 相等的边

是 CE，CE 边所对的角是∠D，但今∠A不一定与∠D相等。（命题中并没有给



定∠A＝∠D）但在前面证明中，∠A＝∠C，∠B＝∠D好像是两个三角形的对

应角。其实不是“边、角、角、”的全等关系。这就是说，在△ABE 及△CDE

中根本不存在“边、角、角”的全等条件，而今把它当作似是而非的条件了。

以错误代替了正确，其推理所得的结论当然是荒谬的了。所以这个问题是错

在把不对应的条件误当作对应的全等条件了。

在逻辑推理中，若前提有错误或根本不存在，即使每一步的推理无误，

其结论也会出现错误的。我们在命题或证题时，若稍一疏忽，同样会犯上似

是而非的错误。如

例 5  求作一个直角三角形，已知斜边长为 C，并使其斜边上的高与斜

边的和等于两直角边之和。

这是一个作图题，可以先作出一个草图进行分析。
设已作得草图。并设直角三角形 ABC 的斜边 AB＝C，斜边上的高 CD＝hc，

两条直角边 BC＝a，AC＝b，则要求作的直角三角形应具备下列条件即
c＋hc＝A＋b

但∠ACB＝90°，∴hc·c＝a·b

又 a2＋b2＝C2

今将 c＋hc＝a＋b的两边各自平方，

得 c2＋2c·hc＋hc2＝a2＋2ab＋b2

以 chc＝ab，c2＝a2＋b2代入，

得 a2＋b2＋2ab＋hc2＝a2＋b2＋2ab

∴hc2＝0，即 hc＝0

这就是说，这个要作的直角三角形其斜边上的高的长度是零。显然，这

个直角三角形根本不存在。在客观上不存在的图形当然是无法作出的。所设

的草图是不存在的。

这个例子说明推理虽然没有错误，但命题中的前提根本不存在，因此，

要作出这个直角三角形的要求是不可能的。因而是错误的。这就是一种似是

而非的命题。

在命题时，有时由于运用了一些脱离实际的数据代替了现实，也会造成

似是而非结果的错误。如

例 6  一个圆柱形粮囤，装满玉米后，上边是圆锥形，量得圆柱的底面

直径是 1．8米。高 2米，圆锥的高是 0．7米，求这囤玉米的重量。（玉米

的容重是 745 公斤／米 3）根据已给的数据，可以算得玉米的静止角θ（即

圆锥母线与圆锥底面所成的角）

tg
0.7

1

2
1.8

0.7778θ
×

。= =

查表得θ＝37°52′但事实上，客观存在的玉米的静止角应为 28．5°～

34．5°这就是说，将玉米堆成圆锥形时，不可能保持 37°52′这么大的静

止角，它必然要继续向底部下滑，直至使静止角在 28．5°～34．5°的范围



内，玉米才停止下滑静止下来。

这就是说，根据题设的数据是不能堆成这样的玉米堆的，从表面看来，

这个题目是没有什么错误，但一经计算就会发现这种脱离实际的现象，根据

题设要求的玉米堆根本是不存在的，所以说，这种命题是犯了一种脱离实际

的错误，也是一种似是而非的命题，我们讲课或解题时应特别注意。

最后，我们提供三个诡辩题，请读者思考。

（1）图 5为一正方形，每边长为 8，其面积为 82＝64。但依图中的划线

剪开，并按右图拼拢，得到一个三角形。

但三角形的面积为 ×（ ＋ ）×（ ＋ ）＝ 。结果变成了 ＝ 。
1

2
8 5 5 5 65 64 65

这显然是不可能的，是一个荒谬的结论。它的似而非的剪拼究竟毛病在什么

地方？

（2）设有一点 F在已知∠ABC 内，由 F点向 BC、AB 分别作垂线 FE、FD。

过 F、D、E作一圆（只能作一个）交 BC 于 H，交 AB 于 K，连结 FH 和 Fk、并
分别取 FH 和 FK 的中点 O2、O1，则 O2、O1；均为该圆圆心。这不是一个圆有

两个圆心了吗？

显然这个结论肯定是错误的，试问它的毛病在什么地方？

（3）设 A、B为直线上的两点，以 AB 为一边作△ABC，使∠A为锐角，

又作 CD⊥AB，作 CE，使∠ACE＝∠B。现在作如下的推理：∵∠A＝∠A。于是

可得△ABC∽△ACE。（两个三角形中有两组

对应角相等，则两个三角形相似）∴
△

△
。（相似三角形面积之比

ABC

ACE

BC

CE

2

2
=

又
△
△

。（等高三角形面积之比等于底之比）

∴

（等于同比的二比相等）

∴

ABC

ACE

AB

AE

BC

CE

AB

AE

BC

AB

CE

AE

2

2

2 2

=

=

=

但 BC2＝AC2＋AB2－2AB·AD，（谢影定理或勾股定理推广）同样，CE2＝AC2

＋AE2－2AE·AD



∴
· ·

即 。

即 ，

∴
· ·

。

AC AB 2AB AD

AB

AC AE 2AE AD

AE

AC

AB
AB 2AD

AC

AE
AE 2AD

AC

AB
AE

AC

AE
AB

AC AB AE

AB

AC AB AE

AE

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

+ −
=

+ −

+ − = + −

− = −

−
=

−

于是可得 。（以 － · 除两边）
1 1

AB AE
= AC AB AE2

即得 AB＝AE 但 AE 是线段 AB 的一部分，而今 AB＝AE，不是全量等于部分了

吗？这显然与公理“全量大于部分”有矛盾。但它的错误在哪里呢？

请读者把这种似是而非的“非”清查出来！

总之，在数学中，在其他科学中确实存在着不少似是而非的东西。我们

必须认真对待，看看前提是否有毛病，看看在推理过程中是否句句有理。对

前提和推理中的每一步进行严格的审查，只有这样才能区别真伪。其实在现

实世界中，确有许多似是而非的现象不断向我们袭来。为了维护真理，发现

真理，我们必须高度警惕，认真对待予以区别。

下面附上 7道易犯错误的题目。请读者思考。

1  设 X、y 为正变数，在 3x2＋2y2＝6X 的条件下，问 X取何值时，x2＋

y2达到最大值，并求出此最大值。

错误的解法：

设 x2＋y2＝s。

则 2s＝2x2＋2y2＝2x2＋（6x－3x2）

＝6x－x2

＝－（x2－6x）

＝－［（x2－6x＋9）－9］

＝－［（x－3）2－9］

＝9－（x－3）2

当 X＝3时，2S 有最大值。亦即 s有最大值，所以当 X＝3时，x2＋y2

达到最大值。

它的最大值 。
1

2
[9 - 0] = 4

1

2

2  k 为何值时，二次方程 kx2－2（k－4）x＋（k＋8）＝0有两个不相

等的实数根？

错误的解法：

由判别式△≥0，可得［2（k－4）］2－4k（k＋8）≥0，

即得 k≤1，

3  解方程｜x｜＋x＝1＋3i



错误的解法；

移项、并两边予以平方，得

x2＝［（1＋3i）－｜x｜］2。

即得 x2＝（1＋3i）2－2（1＋3i）x＋x2

即 2（1＋3i）X＝（1＋3i）2

∴ 。x
i
i

i=
+
+

= +
( )

( )

1 3

2 1 3

1

2

3

2

2

4已知 ＋ ＝ ，求 的最大值。x y 1 2x 1 2y 1+ + +

错误的解法：
∵

∴ · （ ）·

≤ 。

即 ≤ 。

x y 1

2x 1 2y 1 (2x 1) 1 2 1 1

(2x 1) 1

2

(2y 1) 1

2
x y 2 1 2 3

2x 1 2y 1 3

+ =

+ + + = + + +

+ +
+

+ +
= + + = + =

+ + +

5
y z

x

z x

y

x y

z

x y

z
k k

x z

x

z x

y

(y z) (z x) (x y)_

x y z
k

2 x y z

x y z
k

设 求

错误的解法：

应用等比定理，得

，

即得
（ ）

。

+
=

+
=

+
=

+
=

+
=

+
=

+ + + + +
+ +

+ +
+ +

=

∴k＝2，

6 化简 ·7 2 23 15 4 146− +

错误的解法：

( 7 2 2 15 4 14

7 2 2 15 4 14

7 4 14 8 15 4 14

15 4 14 15 4 14

15 4 15 225 224 1

3 6

26 6

6 6

6 6

2 26 6 6

− +

= − +

= − + +

= − +

= − = − = =

· 。

（ ·

·

·

（ ） 1

7  证明下列命题：

三角形任意两条中线之和大于第三条中线。

错误的证法：

设在△ABC 中，AD、BE、CF 分别是△ABC 的 BC、AC、AB 边上的中线。今

分别以 A、D为圆心，以 CF、BE 为半径作弧，此两派交于 G点，则 AG＝CF，

DG＝BE。

因为△GAD 的任意两边之和大于第三边，而△GAD 的三边分别是△ABC 的



三条中线。所以三角形的任意两条中线之和必大于第三条中线，证毕。

对这里 7道题目的提示及注意如下：

1  对错误解法原因简析：

x＝3是不能取得的。因为由约束条件得

2y2＝3（2x－x2）≥0。

故 x的取值范围应为 0≤x≤2。

很明显，本题的“似是而非”源出于忽视取值范围的变化。

2  注意在 k≤1中，应排除 k＝0。

3  注意当 x是实数时才有｜x｜＝x2，而当 x为复数时则并不是总有｜

x｜2＝x2。

可设 ＝ ＋ ，则｜ ｜＝x a bi x a b2 2+

代人｜x｜＋x＝1＋3i 式内

得 a b a bi 1 3i2 2+ + + = +

解之可得 a＝-4，b＝3，

代入得 x＝－4＋3i。

4 a b在应用 ≤ 公式时，应限定 、 均为非负数。ab
a b

2

+

该题中并不能由 X＋y＝1而肯定 2x＋1，2x＋1 为非负数。

5 K = 2注意由 推至 时。必顺
2(x y z)

x y z
k

+ +
+ +

=

x+y+z≠0

显然，若 x＋y＋z＝0时，代入题设中可得 k=－1，所以说，对解应作全

面讨论。

6  注意“ ”是一个负数。7 2 2−

我们知道，根式的基本性质：

a ampnp mn= 。（ ≥ ），在条件 ≥ 时才成立。 a 0 a 0

7  本题的“似是而非”是由于犯了几何中的循环论证之故，看看好像已

经证明了，其实仍旧没有证明。

事实上，当分别以 A、D为圆心，以 CF、BE 为半径作弧时，怎样知道它

们一定相交于 G点呢？若默认了交于 G点，实质上是承认了 AD、BE、CF 中两

条线段的和大于第三线段。这就是利用了要证结论的自身作为证明的理由，

所以其错误是属于循环论证的。

   

识别伪科学

  

古往今来，有不少科学家被那个时代的入斥为“异端”，然而他们坚持

的却是真理，像哥白尼、伽利略、达尔文、爱因斯坦等人都是。

那么科学与伪科学的界限究竟在哪里呢？科学大厦的基石一是事实，二



是推理。事实，要求科学家们具有严肃认真的态度，踏踏实实的脚步，尊重

并利用已经肯定了的科学成果。推理，要求科学家们严格依照假设——演绎

的方法，通过新的观察来检验自己的假设。如果新的观察表明原先的假设是

错误的，他们会毫不留情地摈弃这种假设。因而，尽管科学的道路难免会有

曲折和分岔，但只要尊重科学，还是能殊途同归，抵达真理的彼岸。

伪科学则与此相反，那是以信仰为基础的臆说。在那里客观的事实被随

意地扭曲，科学的成果被任意地拨弄。

其目的只有一个。就是把人们引向愚昧，引向上帝的“圣殿”，引向唯

心主义的“迷宫”。

西方伪科学种种，最具世界性影响的要数丰·丹尼肯先生和他的《众神

之车》，剖析一下这一怪人奇想，对于识别伪科学无疑是有益的。

1968 年，34 岁的瑞士学者厄里希·丰·丹尼肯写成了一本书，叫做《众

神之车》。这是一本十分奇特的书，作者把自己 15 年来周游世界收集来的一

些神话、文物、遗址，其中当然不乏捕风捉影和道听途说，根据自己极为丰

富的想象力，描绘了一幅 1至 4万年前外星宇航员光临地球的情景，然后断

言说：上帝是存在的，上帝就是这些外星宇航员们的领袖；现今地球上的一

切都是这些“神”们安排的，散布在世界各地的神秘莫测的古文物和遗址，

以及目前世界上许多稀奇古怪的现象，都是“外星人”降；临地球的“佐证”。

《众神之车》问世以后确也风靡一时，原因除了耸人听闻以外当然还有

一些写作技巧。例如作者一开头就采用了赤裸裸的激将法：“外行人在发现

发掘过去要比预测将来更神秘。要冒险之后，又会重新缩回到他们一向住惯

的蜗壳之中”、“写这本书要有勇气，读这本书也要有勇气”。谁愿意承认

自己没有“勇气”？谁愿意甘居“蜗壳”？因此这种露骨的“激将”语言，

也拉取了一部分无知的读者。

让我们来看一看丰·丹尼肯先生依据的是什么事实吧！远的且不说，就

说书中提到的关于我们中国的事情吧！

丹尼肯先生说：“在中国的周处（死于公元 297 年的西晋时代）墓中有

一条铝腰带断片。”认为这是古代不可能有的技术成就，以此来证明外星宇

航员到过地球。然而这一事实本身已被正式否定。1972 年，中国科学院考古

研究所所长夏著文对此作了总结，证实该墓在历史上曾被盗两次，发掘时墓

内有明显的扰乱痕迹，而所清理出的小残片是从淤土中尽可能拣出来的，不

能排除小块铝片是后世的混入物。

在《众神之车》中还有一处提到：“在中国云南省会昆明，发现了一些

雕刻，上面刻着圆柱形类似火箭的装置，直指天空。这些图形在一块尖塔形

的石头上，而这块石头是在一次地震中从滇池中突然冒出来的。”其实，这

只不过是一则莫须有的传闻！

在丰·丹尼肯先生的另外一本书上，转引了苏联刊物《人造卫星》上的

文章说，1938 年，中国考古学者在巴颜喀喇山的洞穴中发现了许多石版，上



面用象形文字记载着 1万 2千年前外星宇航员因飞船失事而被迫降落，又被

当地居民杀死的故事。然而，这一惊人的事件，在我们自身生长的国土上却

闻所未闻。

类似的事例还有很多，很多。从丹尼肯先生肆意歪曲有关中国的史实来

看，我们完全有理由怀疑，他所描述的关于国外的一些素材，也未必都符合

客观事实。

现在再看一看丰·丹尼肯先生是怎样编织自己的“推理网络”。这种扭

曲的思维，为本书提供了绝好的反例！

丹尼肯先生写道：“人类知识的支柱有多少次曾经被推倒！千百年间，

人们一直以为地球是平的，太阳围绕着地球转。这个‘铁’一般的定律曾经

顽强地维持几千年”，然而它终于被推倒了！结论是：既然人类知识支柱曾

经被推倒过多次，那么今天人类的知识支柱就非被推倒不可！

从数学角度看，丰·丹尼肯先生的推理方法是：“若 n＝1，n＝2甚至 n

＝3时命题成立，那么对于任何的 n，命题一定成立。这种不完全归纳所可能

产生的谬误，读者在《步向真理的阶梯》一节，已经了解得十分清楚。

不仅如此，丰·丹尼肯先生还善于采用“若 n＝K（k＞1）时命题成立，

则 n＝1时命题必定成立”这类令人惊讶的“推理术”。请看《众神之车》中

的一段绝妙的描述，作者想象：有朝一日我们宇宙飞船踏上了异星的土地，

那里的理智生命是怎样看待我们这些不速之客？“当夜晚变得如同白天一样

明亮（探照灯），他们惊呆了；当这些陌生人毫不费力地飞到空中时（火箭

助飞器），他们怕极了；当莫名其妙的‘动物’在空中翱翔，发出嗡嗡声和

喷气声时，他们又一次俯伏在地；而当山中响起吓人的隆隆声时（试探性爆

炸），他们奔进洞穴的安全地方躲起来，毫无疑问，对于这些原始人来说，

我们的宇航员就好像全能的神！”结论是：既然我们到别的星球去会想象得

到有如此这般的遭遇，那么过去外星人也一定这样到过我们地球！把丰·丹

肯先生所说的话概括为一句就是：“今后想做的东西，过去一定有过！”这

实在是荒谬至极！

天地之大，无奇不有，丹尼肯先生没有忘记抓住一些“世界之谜”做文

章。他窥测读者心理，采用时真时假的办法，把当今世界难解之谜一统划入

他的神学版图。

举例说，丰·丹尼肖先生搬出一张 18 世纪土耳其海军上将皮里。雷斯用

过的地图说：“这张地图精确得不可思议。”“标绘在下端的南极洲同用回

声探测法测出的冰下地貌十分相像”。推论是：“我们应该大胆地捅马蜂窝，

宣布这些有关我们地球的地图是在高空飞行器或宇宙飞船上绘成的。这只能

是外星人，当然，这位土耳其海军上将的地图不是原本，它是抄了又抄的复

本。”然而完全可以把南极洲的地图与海军上将的地图作比较，从中我们就

能发现丹尼肯先生所说的地图“精确”性，究竟需要打多么大的问号！

下图是撒哈拉的塔西里发现的壁画。丹尼肯先生以斩钉截铁的口吻说，



画中的人穿着套服，戴着奇特的头盔，这又一次表现了原始人不寻常的概念，

因此只能是外星人的写照。

类似上面的例子在丰·丹尼肯先生的书中真是俯拾皆是！

难道人类所创造的文明竟是水月镜花？难道生活在地球上的人类自身，

竟是如此不屑一顾？严肃、理性的科学面临着非理性的挑战！1975 年，科学

家们决定起来应战了！括 19 名诺贝尔奖金获得者在内的 186 位著名科学家联

合签署了公开声明，批判形形色色的伪科学。许多知名学者共同编写了《科

学与伪科学》等一系列书籍，对非科学的思维和臆想，进行了公开的揭露。

地质学家卡佐和考古学家斯各特也进行了世界旅行。用严格的科学方法，重

新考察了诸如百慕大三角、不明飞行物、古代宇航员之谜、复活节岛石像、

奇异的金字塔、神秘的玛雅文化等奇事，得出了与丰·丹尼肯完全相反的结

论，并写出了《奇事再探》一书。这是一本值得一读的书。因为它告诉我们

什么是真正的科学思维，及怎样去识别伪科学的谬误。

   

由总统生死所想到的 367 人的生日

  

四个苹果放到三个抽屉里，则必然有一个抽屉里有两个以上的苹果，这

就是所谓的“重迭原理”（即“抽屉原理”）。它是数学证明中一个看起来

很直观、显然，但却十分有用的命题，利用它我们可以证明：

367 人中至少有两人生日相同（因为一年有 366 天）。

要是不足 366 人呢？这时只能说人数越多，有两人生日相同的可能性越

大。这种可能如何表示，它们到底又有多大？

在回答这个问题之前，我们先来看一个资料。

   

美国总统的生、死日期

  

有人查阅了美国前 36 任总统的生、死日期，竟发现他们中有两人生日相

同，三人死在同一天：

第十一任（15 届）总统詹姆斯·诺克斯·波尔克（民主党）和第二十九

任（33 届）总统沃伦·甘梅利尔·哈丁（共和党）都是 9月 2日出生的；

第二任（3届）总统约翰·亚当斯（联邦主义者）、第三任（4、5届）



总统托马斯、杰斐逊（民主党）和第五任（6、7届）总统詹姆斯·门罗（民

主—共和党）都是 7月 4日死的。

你也许会觉得奇怪，36 人中竟会有两人生日相同、三人死期一样！这仅

仅是巧合么？如果不是又如何解释呢？

一些具体的原因，我们暂且不去分析（当然它们可能很复杂），仅从数

学角度去解释。这完全是正常的（是的，数学有时也能解释一些人们凭直观

或感觉无法解释的奥妙现象）。

   

数学能够进行解释

  

上述现象用数学的一个分支——“概率论”去解释，你会觉得不那么神

奇了，为此我们先介绍几个概念。

在生活中或自然界里有一些现象，在一定条件下一定会出现，如月到十

五圆，水烧到 100℃会开等，这种事件叫必然事件。

有些事件却不是那样，在某些条件下它可能发生，也可能不发生，比如

洪水、火山，甚到掷硬币出现正面等，这此事件先是无法确定的，它们叫做

偶然事件。概率论正是研究这些偶然事件发生规律（统计）的学科，概率也

正是对于事件发生可能性的一种测度或度量（它的值在 0．1之间）。

比如：三张牌（你已经知道的），你随意猜其中一张是几，猜对的可能

只有三分之一，我们把这种可能就称作概率，这样我们可以说猜对的概率是

1／3。假如牌是五张的话，你猜对其中一张的概率只有 1／5了，那么猜错的

概率对于前者来说是 2／3，对于后者讲是 4／5。显然“对”与“错”是互相
对立的，这在概率论中称为对立事件，若用 PA和 PB分别表示“猜对”和“猜

错”牌的概率，那么显然有 PA＋PB＝1。（对于必然事件的概率定义为 1）

为了解释生日问题我们先来分析一个例子。

三颗小球以同样机会落到五个盒子里，那么会有多少种可能的方式？

显然第一颗球可以落到五个盒子中的任一个盒里，那么它有 5种方式，

第二颗球也可以落到五个盒子中的任一个盒里，它也有 5种方式；第三颗球

与上同理，它落下的方式同样是 5种，这样三颗球落到五个盒子中的方式共

有 53种。

今要再问每个盒子里至多有一颗球的方式有多少？
这恰好是从五个盒子中任选三个排列问题，即有 A35＝5×4×3种方式，

下面我们便可以计算一下：三颗球落到五个盒子里，且每个盒子至多有一颗

球的可能或概率大小。即
PA＝A35／53＝5×4×3／53＝12／25。

那么由前面的分析知道：“三颗球落到五个盒子里，至少有两颗球在同

一个盒子里”的事件与上面的事件是对立的，显然它的可能或概率应为：
PB＝1－PA＝1－12／25＝13／25。（因为 PA＋PB＝1）



类似上面的分析，你能得到：

n颗球落到 365 个盒子里，每个盒子至多有一颗球的概率应为：
PA=An365/365n=365×364×⋯×(365-n+1)/365n

而 n颗球落到 365 个盒里，至少有两颗球在一个盒子里的概率为：
PB=1-PA=1-An365/365n

试想一下，若把生日视为“球”，把一年中的 365 天视为 365 个“盒子”

的话，那么生日问题不正是与上面问题类同么？这就是说：

n个人中，至少有两人生日一样的概率是：
Pn=1-An365/365n

=1-365·364⋯⋯（365-n+1）/365n。

对于一些 n值（人数）有人计算得：

n 5 10 15 20 25 30 40 50 55

pn 0.03 0.12 0.25 0.41 0.57 0.71 0.89 0.97 0.99

表上的数字告诉我们：40 人中有两人生日一样的可能已有 0．89，可能

性已经很大了。

难怪前面的 36 位总统中竟会有两人生日一样（当然对于它们死的日期分

析与上道理同）。

这个结果也许会使你感到意外和吃惊，但这是千真万确的事，倘若你还

不肯相信但又有兴趣的话，你不妨作个调查去检验一下吧！更细腻和准确的

解释，读者可从概率论的专门著作中去寻找了。

   

“算”出来的行星

  

1985 年底，1986 年初，哈雷慧星又来地球“访问”。消息早在几年前已

经披露——当然这是靠数学的计算，这一点今天已不再会有人怀疑，因为当

今人们不仅能准确地算出慧星哪年临近地球，甚至能算得它哪月哪日在天空

何方位，当然也能算出慧星离开地球的日期（1986 年 5 月底）。这要是在几

百年前几乎是不能想象。由此亦可看出数学的功力（当然也包括天文观测手

段）。

早在 18 世纪，利用数学计算找出太阳系的一颗新星（谷神星）的故事，

在当时还是颇为振奋人心的。

1772 年，德国天文学家波德发现了求太阳与行星距离的法则——波德定

律。若设地球和太阳的距离为 10，则依此定律可算得当时已知各行星与太阳

的距离分别为：



星名 水 金 地 火 木 土
与日距离 4 7 10 16 52 100

上表中各数各自减去 4以后得下面一列数：

0，3，6，12，48，96。

细心的读者也许已观察到了它们之间的一些规律：倘若在 12 和 48 之间

再添上一个 24 的话。则从第三个数起，后面每个数均为其前面的两倍。

1781 年，天王星被发现，人们又算得它与太阳的距离是 192，这恰好是

依照上面规律那一列数中 96 的下一个数（但它没有减 4）。这一发现引起了

人们的极大兴趣与关注，人们也在猜测：

在与日距离为 28 的地方应该有一颗行星。

几十年过去了，天文观察家们却一无收获。不久德国数学家高斯利用数

学公式终于计算出了这颗行星的轨道，这样于 1801 年 12 月 7 日，人们按照

数学家的计算，终于找到了这颗行星——谷神星，它与太阳的距离是 27．7。

然而事情并没有结束，谷神星直径仅有770公里，为地球6％，木星的0．55

％，在火星与木星之间，大小太不相称。后来人们又在这些空隙里陆续发现

许多小星——小行星，数目到目前为止已达 2000 多个。

   

数学竞赛与减影诊断

  

在 1983 年举办的第十七届全苏中学生数学竞赛中，有一道这样的试题：

有一张无边的方格网，你是否能在这张方格网的每一个小方格中填上某

一个整数，使得这张方格网上的每一个尺寸是 4×6个方格的矩形里的所有小

方格中填的数字之和是 1？

这道试题初看起来真有点唬人！因为这张方格网无边无际，要从上面任

意位置上取下的 4×6个方格矩形里的数字之和都要等于 1，确实有点难办。

但是，如果你先去考虑设计出两张比较容易构造的“样板”，那么问题就会

好办得多。

图 1是一张无边的方格网，它是这样设计的：在相距是 5格的对角线的

地方交替地写上 1和 0，其余的方格也都填上 0，如此填满整个方格网。

你很容易会发现，从下面这张方格网中的任何地方取出的 4×6方格矩

形，其数字之和是 2。



图 2是另一张无边的方格网，在相距是 3格的对角线上也交替地填上 1

和 0，其余的地方均填的是 0。同样可以看出，从图上这张方格网中任何地方

取出的 4×6方格矩形，其数字之和是 3。

现在来填写第三张网格。

把第一张表和第二张表叠放在一起，将图 2中每一个小方格中的数减去

图 1中对应方格中的数，填在第三张表的同样位置上，例如，第一横行第一

格 0－1＝－1，第二格是 1－0＝1，第三、四、五格都是 0－0＝0，第六格是

1，第七格是-1，⋯⋯以此类推，最后将方格网填满，得到一张新的方格表图

3。从这张新方格表中任何地方取下的 4×6个方格的矩形，其中数字之和就

是 3－2＝1了。图 3

－ 1 1 0 0 0 1 － 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 － 1 1 0 0 0 1 － 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 － 1 1 0 0 0 1 － 1

读者不难发现，重叠的形式不同，就可以得出满足不同要求的各种方格

表，图 3就是其中之一。这种解题思路给出了解决这类问题的一般方法，而

这种方法的道理又是十分浅显易懂的。

然而，就是这个浅显的数学思想，却导致了一门世界尖端学科——数字

减影诊断学的诞生。

1982 年 3 月，一位 57 岁的美国人，因患阵发性眩晕症去某医院就诊，

医生怀疑他的脑血管有病，于是给他的颈动脉注射一种造影剂，使血管能拍

摄得更清楚，然后拍摄了 X光片。检查了 1个小时，使病人痛苦不堪，结果

却令人失望！因为拍出来的片子上，脑血管影像与颅底骨影像相重叠，X光

片模糊不清，医生无法确诊。两个月后，医生采用了一项新技术再次为病人

检查，原先重叠在造影片上的颅底骨影像竟被奇迹般地消去了，片子上只留

下清晰的脑血管影像，使医生作出了正确的诊断！这项新技术就是数字减影

血管显像技术（简称 DSA 技术）。

这项技术和数学有什么关系呢？

原来，这项神奇的 DSA 技术的原理就是上面提到的解题思路。医生在对



病人注射造影剂的前后，分别对颈动脉拍了两张 X光片，两张 X光片上，一

张颈动脉血管影像深，一张浅，将这两张底片划分成许多很小很小的小方格，

于是画面就被看成是明暗不同的许多小点所组成。然后根据每一个小方格明

暗程度，用数字转换器转换成相应的数字，得到两张有数字的方格网。再将

这两张方格网的数字送入电子计算机依次逐点相减，得到一张新的方格网。

把这张新的方格网还原成底片，于是就得到了一张没有骨骼组织干扰的异常

清晰的血管影像！

数字减影诊断学是一门刚诞生的具有划时代意义的新学科！而它依据的

数学原理却如此简单。朋友们，请千万不要轻视你现在所学习的数学知识与

解题方法啊！

最后，给大家留一则思考题：

有一张无边的方格网，你是否能够在这张方格网的每一个小方格中填上

一个整数，使得这张方格网上每一个尺寸是 1949×1989 的矩形里的所有方格

中填的数字之和是 40。

这是一则饶有趣味的问题，新中国成立于 1949 年，1989 年是建国 40 周

年纪念，而这则问题恰巧只出现了这三个数字。如果你确实领会了上面介绍

的内容，相信你一定能解决这个有意思的问题。如果你解不出，请你再从前

面的叙述中找到这个问题的提示。
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